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1 Integration

1.1 Das unbestimmte Integral

Sei f(x) eine auf dem Intervall T definierte Funktion. Die Funktion F(z) auf I
heifit STAMMFUNKTION von f(z) (auf I), wenn F(x) differenzierbar ist und
F'(z) = f(z) fir alle x € I gilt. Ist F(z) eine Satmmfunktion von f(z) und
co € R, so ist:

(F(x) + co) = F'(z) + (o)’ = F'(x) = f(2)

also F'(z) 4 ¢o ebenfalls Stammfunktion.
Die Menge aller Stammfunktionen von f(x) heifit unbestimmtes Integral von
f(z) und wird mit [ f(z) dz bezeichnet.

Satz 1

Seien Fi(z) und Fp(x) Stammfunktionen von f(z). Dann existiert eine Kon-
stante ¢, so dass Fy(z) = Fy(z) + ¢ gilt.

Beweis
Sei H(z) = Fy(x)— Fi(z) — H ist diffbar
S H(@) = (F@)-F-1() = F() - Fz) =0
(Satz 3.5) = H(x)ist konstant, d.h. es ex. ein ¢ € R mit
Hiz)=c = F(z)—F(x)=c= F(z)=F(z)+c

Sei F(x) eine beliebige Stammfunktion von f(z). Dann ergeben sich alle
Stammfkt. von f(z) als F(z) +¢, ¢ € R. {F(x) + ¢ : ¢ € R} unbestimmtes
Integral

Nicht ganz zutreffend schreiben wir:

/f(ac)dx:F(x)—i—c ceR

Grundintegrale
° f 0Oder=c

o [adx=az+c

n+1
o [a" dx:“;H_1

+c n#—1
o [Ldz=1In|z|+c

e [sinz dx=—cosz+c

e [cosz dr=sinz+c

o [e"dr=e"+c

1 _
° IW dx = arctanz + ¢



Integrationsregeln

e Linearitét
Jt@ + g@yte = [ 1@zt [ gla)da
/af(x)dx:a/f(:c)d:c aeR, a#0

e Partielle Integration
u(x) und v(z) seien stetig differenzierbate Funktionen. Dann gilt:

Ju-vdr=u-v— [u-vdzx

Beweis uv’ = u'v' —v'v = w' + v'v = (wv) Produktregel

Beispiel gesucht wird [ sin® zdx

[sin’z dr = [sin z-sin x=u-v— [u vdr

v/ =sin 2 — (v= [sin xdr=—cos z+¢ ceR)v=—cos z
u=sin x u =cos x
< [sin?x dz = —sin z-cos x + [cos’x dx

cosz=1—sin’z

J(1 —sin®z)dr = [1dz — [sin’z dz =z — [sin®z dx
2 [sin’z dr =2 —sin x-cos = +c

z—sin z-cos T
5 +c

— [sin’z dz =
e Partialbruchzerlegung

Sei f(x) eine (gebrochen) rationelle Fkt, dann existieren zwei Polynome

P(z) und Q(x) mit f(z) = gg; Hat P(z) einen Grad grofer oder gleich

dem Grad von Q(z), so lésst sich eine Division mit Rest ausfiihren:

)

(z) By(z)
Q(x) Q(x)
wobel g(z) ein Polynom ist und Py(x) kleineren Grad als Q(z) hat. g(z)

ldsst sich problemlos unbestimmt Integrieren. Q(z) wird zerlegt in lineare
und guadratische (irreduzible) Faktoren:

=g(x) +




Qz)=(z—a)™ ... (x—a;)™ (x2 +pz+q)"t ... (x2 + prx + qx)"*

% ldsst sich wie folgt darstellen:

Py(z A A Aim A
o(z)  _ LN I T e R e
Q(z) (x—a1) (z—a1) (. —ap)m™ (x —aj)
A Aim. ciix+b
— 4+ L 1 o+
(x — o) (x —aj)™ 2?2+ Pix+Q
C1n1® + bin1 Cr1T + biy Chnk® + brni

+
(z2 4+ Pix+ Q)™ (22 + Py + Qp) (22 + Pz + Qp)"*

Diese Darstellung ist eindeutig.

Berechnung der Koeffizienten der Partialbruchzerlegung

e Koeflizientenvergleichsmethode
Die Partialbruchdarstellung auf einem gemeinsamen Nenner bringen, dann
beim Zahler Polynomzerlegung. . .

p(x) z3+1

q(@) — @@-12(@?+a+1)
q(z) = (x — 1)*(2®> + 2 + 1) Grad p < Grad ¢

Beispiel

Ansatz:
Q)  (r—-12@2+2+1) z-1 (z—-12 (224+z+1)
—Plx)=23+1 = Af(z—D@?+z+1)+ As(2® + 24+ 1)+
(Cx + B)(z — 1)?
—a34+1 = 23(A+C)+2*(Ay+ D —2C) +2(Ay — 2B+ C)
+ (=41 + A2 + B)
Koeffizentenvergleich:

A1—|—C:I,AQ*B—QCZO,AQ—2B—|—C:O,—A1+A2—|—B=1

—1 2 2 —2
A1=3,A2=%,B=3,C=3

e Substitutionsmethode
Es werden spezielle Werte fiir x eingesetzt




Beispiel

z.B.

$3+1 . A1 A2 C$+B

(x—1)2(x2+z+1) _x—1+(x—1)2+(332+x+1)

.%:O 1:—A1+A2+B
r=-1 0==14+42_-C+B
=2 2= A1+A2+20+1B

x=-2 —Z=‘§1+—2—70+ iB

o Grenzwertmethode

Beispiel

Ay =

win

Gleichung mit hoher Potenz (r — «)® multiplizieren und anschlieflend
Grenzwert © — « bilden. Die restlichen durch die Substitutionsmetho-

de bestimmen.

Beispiel

2 —bx+1 A B C

(x—1)(z+2)(z—3) _x—1+x+2 x—3

A = —3_1
—6 2
B - B _
—-15
-5 1
¢ = 073

Integrale der Partialbriiche

1.
2.
3.
4

I

L dr=Inlz—al+C

f:ca)"dx_(n 1) z— a+C [n#l]
dr =In|z* +pr +¢|+ C

L dr = ——2— arctan 222 4 ¢ [4g — p? > 0]

\/4q—p? \/4q—p?

wdr = — (n71) (m2+pw+q)n71 +C [n # 1]

de — z+p 2(2n—3)

1
] T

(n— 1)(4q p?) (r2+m+q)” 1+(n 1)(49— pz) f z"‘+pr+q)" E

dzx



e Substitution

z=g(t) ()

wobei g(t)eine differenzierbare, umkehrbare Funktion mit ¢'(t) # 0 ist.
Anstelle von f(z) wird nun die Funktion h(t) = f(g(t)) - ¢’(t) betrachtet.
Sei H(t) eine Stammfunktion von h(t), also [ h(t)dz = H(t) + c.

Aus (%) lésst sich ¢ gewinnen: t=g71(¢)

Die Ableitung lautet: t = g,l(t)
Es ergibt sich:

Beweis

(H(g~'@®) = H'(g7' (1) -9~ (t) = h(t)g’tt) = f(g(t)) = f(z)
Beispiele

— [ cos(az + b)dx

t=ar+bax=21(t-b),2 =1
h(t) =1 . cost

[ Lcostdt = Lsint+c

< [cos(ax + b)dz = Lsin(az +b) + ¢

— [sin® zcoszdx

t =sinx, v = arcsint; ' = T COST = V1—t2
h(t) = (V1= ) (i) = t°

[t3dt = 3tt + ¢

— sin® z cos xdz = %sin4x+c

— sel f(z = R(sinz, cosx) eine rationelle Funktion in sin 2 und cos x

- T . r_ 2
t =tan 5,x = m2arctant,x’ = Thaz
. 2tan § 2t 1—tan? Z 1—¢2
_ 2 i I 2
SIMT = Trm? s = T2 08T = Te? s = 1442

2t 1—t2) 2
14271427 1412

rationelle Funktion in t

J R(sinz, cosz)dz = [[ R ( dt]

t = tan

[SIES]

Beispiel [ —2-dz

sinx



rationelle Funktion R(z) =

Substitution: ¢t = tan x5

2 2 1442 2 1
[ R(Fr) rimdt = [ 5 wpdt = [ pdt =Tt +c
— [Ldz=In|tan + ¢ [auf(1,11)]

sinx

ISE

f(z) = R(sinz)

1.2 DAS RIEMANN-INTEGRAL

Aufgabenstellung: Ein Fahrzeug fihrt entlang einer geraden Strafie von Ort
A nach Ort B. Die Fahrt beginnt zum Zeitpunkt a und endet in B zum Zeit-
punkt b. Wie grof} ist die Entfernung von A nach B?

Das Fahrzeug habe zum Zeitpunkt ¢; (zwischen a und b) die Geschwindigkeit
v. Ndherungsweise setzen wir s ~ v(t1)(b — a)

Unterteilen der Zeitskala in kiirze Abschnitte

zB.a=ay<a; <ax<az=2b

setzen: s = v(tg)(a1 — ag) + v(t1)(a2 — a1) + v(t2)(asz — az)
t; beliebig gewihlt zwischen a; und a;41

Sein eine Funktion f(x) auf einem Intervall [a,b] gegeben. Als Unterteilung
oder Zerlegung von [a, b] bezeichnen wir jede Folge {z;} i = n mit:
r—0=a<z1<...<zp =0

{&:} [i < n] heifit Folge von Zwischenpunkten, wenn x; = §; < x;<1 fir
alle i < n gilt. Fiir eine gegebene Unterteilung {;}1<, und eine gewéhlte Folge
& = {& }i<n von Zwischenpunkten bilden wir die Summe

n—1

a(f,2,6) = > f(&)(@iy1 — x)

=0

o(f,z,&) heilt Riemannsche Zwischensumme. Die Feinheit |z| einer Unter-
teilung ist gegeben durch den maximalen Abstand benachbarter Unterteilungs-
punkte:

|2 = max |z — il

Zur Abkiirzung schreiben wir auch dz; = x;41 — z;. Die Unterteilung z heifit
d—fein, wenn |z| < 4 gilt.
Eine Riemannsche Zwischensumme §(f, z, £)heiit d—fein, wenn die zugehorigen
Zerlegung z d—fein ist.

Das Integral von f(x) dber [a,b] ist Jy, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0
existiert, so dass fiir jede d—feine Riemannsche Zwischensumme §(f, z, ) gilt.



|0’(f7z7£) - JO| < €.
b
Symbolisch: Jo = [ f(z)dx

b

[ f(z)dx heiBt auch Riemann Integral oder R—Integral von f(z) iiber [a, b]. f(x)

heifit (R)-Integrierbar oder (R)— Integrabel, wen das Riemann Integral existiert.
b

im Beispiel: s = [ v(t)dt.

a

Satz2

Ist f(x) in [a, b] inegrierbar, so ist f(z) auf [a, b] beschrénkt.

Beweis Annahme:f(z) ist nicht beschrinkt, aber integrierbar.

Ist {x;}i<n eine beliebige Unterteilung von [a, b], dann ist f(x) in wenigstens ei-
nem Intervall [x;, 2;11] nicht beschrinkt.In diesem Teilintervall finden wir (den
Betrag nach) beliebige grofie Funktionswerte. Zu jeder vorgegebenen Zerlegung
lassen sich so beliebig grofle Zwischensummen bilden, d.h. auch §—feine Zwi-
schensummen konnen in beliebiger Grofle von Jy (dem Integral) abweichen.
Dann ist aber f(z) nicht integrierbar. Wid.

= Annahme ist falsch
= f(x) ist beschrénkt

Bezeichnung

Bla, b] Menge der Funktionen auf [a, b]. Sei f(z) auf [a, b] integrierbar, dann ist
f(z) beschrankt. Sei z = {z;}i<neine Zerlegung von [a,b]. Da f(z) beschriankt
ist, existiert fiir i < n

m; =inf f(z)  M; =sup f(z)
[z € [i, Tit1]]

bilden:

n—1
U(f,z) = > mAx; Darbouxsche Untersumme
i=0

n—1
0(f,z) = > M;Ax; Darbouxsche Obersumme
i=0

2

Offenbar gilt fiir bel. Riemannsche Zwischensummen o(f, z, §)

U(f,z) 2a(f,2,¢) 20(f,2)



Die Unterteilung Zs ist eine Verfeinerung der Unterteilung Z;, wenn jeder
Unterteilungspunkt von Z; auch ein Unterteilungspunkt von Zs ist.

Sei Zs eine Verfeinerung von Z;. Dann gilt:
L U(f,Z1) 2 U(f, Z2)
2. 9(.f7 ZQ) = e(fv Zl)

Seien nun Z; und Z; beliebige Unterteilungen von [a, b]. Dann ist Z; U Zs
sowohl von Z; als auch von Z,. Dann ergibt sich:

U(f, Z1) 2U(f, Z1U Z3) (wegen 1)
U(f7 Z1 U ZQ) = Q(f, Z1 U Zg)
H(f, Zl U ZQ) j 9(f7 ZQ) (wegen 2)

also:
3. U(f, Z1) = 0(f, Zo)

= Alle Untersummen sind beschrinkt nach oben durch alle Obersummen und
alle Obersummen sind nach unten beschriankt durch alle Untersummen.
= explizites Supremum bzw. Infimum:

b
D — [ f(x)dz =sup, U(f,Z) unteres Darboux— Integral

b
D — [ f(z)dx =inf, 6(f, Z) oberes Darboux—Integral

Riemannsches Integrabilitidtskriterium

Eine auf [a, b] beschrinkte Funktion f(z) ist genau dann R-integrierbar, wenn
zu jedem € > 0 eine Zerlegung Z mit 6(f,Z) — U(f, Z) < e gilt.
(Riemannsches Integrabilitdtskriterium)=- f(z) ist R-integrierbar gdw.

Beispiele

1. f(z) = 2? (im Intervall [0, 1])

Unterteilung Z,, = {%}



0(f,2)

U(f, %)

SRS

Nach Riemannschen Kriterium ist die Fkt. integrierbar.

= R-Integral=D-Integral

U(f, Zu)

1

x rational

0
im Intervall [0, 1]

x irrational

Unterteilung Z = {x; }i<n

o(x,Z) = Ulx

inf
r€[Ti,Tiq1]

x(z) =0

sup (@) =1

z€[Ti,it1]

m—1

,Z)Z ZMi_miszl

=0 ]

10



(Reimannsches Kriterium)=- x(z) ist nicht R—integrierbar

. Sei f(x) eine auf dem Intervall[a, b] stetige nicht— negative Funktion. Mit
"Flidche unter der Kurve f(z) in [a,b]’ meinen wir die von f(x), der z—
Achse und der beiden seitlich begrenzenden Strecken gebildete Fléche.
Was ist der Flicheninhalt?

mi

Xi Xi+1 b

m; = min f(x)
TE€[T;,xi41]

M;= max f(z)

TE€[T,xit1)

Sei Z = {x;}i<n eine Unterteilung von [a,b] und A; der Flicheninhalt
unter der Kurve f(z) im Intervall [x;, z;1]
Offenbar gilt:

m;Ax; Flacheninhalt eines Rechtecks m;Ax; < A;
M;Az; Flacheninhalt eines Rechtecks M;Axz; > A;

n—1 n-1 n—1
=0 ; =0
=0

=Flichenin unt d. Kurve

U(f,Z) < A<O(f,2)
b
Es ist sinnvoll allgemein [ f(z) dx als Flécheninhalt unter der Kurve f(z)

a
zwischen a und b festzusetzen. Hat f(x) in [a, b] auch negative Werte, so
verstehen wir unter dem Flidcheninhalt unter der Kurve in [a, b] den Wert

b
des Integrals [ |f(x)| dz

Integrierbarkeit

1. Jede monotone Funktion ist integrierbar.

11



Beweis: Sei f(x) auf [a,b] monoton wachsend. Sei Z = {z;}i<, eine
d—feine Unterteilung von [a, b].

m; = [inf f(@) = f(z;)
TE|Ti,Ti41
M; = sup f(z)=f(z; +1)
TE[Ti,Tit1
n—1 n—1
o(f,2)-U(f,2) = Z(M1 —m;)Ax; < 52 (f(zig1) — f(z:))
i=0 1=0

HORHO
o(f,2)=U(f.2) < 4(f(b) - f(a))

Wiéhlen § > 0so, dass d - (f(b) — f(a)) < € fiir vorgegebenes € > 0
(Riemannsches K.)= f(z) integrierbar

. Jede stetige Fkt. ist integrierbar.

Beweis = f(x) ist gleichmdflig stetig, d.h. zu jedem € > 0 ex. ein 6 > 0,
so dass fiir alle x,y € [a, b] gilt:

[z —y| <d=|f(z) - fly)l <e

Sei € > 0 vorgegeben und § > 0 passend gewihlt. Fiir jede d—feine Zerle-
gung Z = {x;}i<n gilt dann:

olf,Z2)-U(f,Z) = z_:(MZ —m;)Ax; < 6i(mi+1 —xz;) =¢(b—a)
i=0 i=0

(Riemannsches K.) = f(z) integrierbar.

. Jede stiickweise stetige Funktion ist integrierbar.

Beweis den Beweis fiir (2) leicht modifizieren (den Einfluss der Unste-
tigkeitsstelle minimieren)

. Ist f(z) auf [a,b] integrierbar, so ist f(x) {iber jedem Teilintervall [c, 3]
integrierbar.

Wird andererseits [a,b] von Teilintervallen iiberdeckt in denen f(z) inte-
grierbar ist, so ist f(x) auch iiber [a, b] integrierbar.

Fir a < £ < b gilt:

/ f(@)dr = / f(x)dx + /b f(x)dx  (Additivitat)
3



Vereinbarungen

b
(a) Fiir a > bsel [ f(z)de:=— [ f(x)dzx

(b) [ fla)de =0

a

Integrationsregeln

f(z) und g(x) seinen iiber [a, b] integrierbar, ¢ € . Dann sind f(z) + g(z),c-
f(z)und |f(z)| ebenfalls iiber [a, b] integrierbar. Es gilt:

1. Linearitat

Je-fle)dz=c- [ flz)dr ceR

Q—

b

@) + gla)de = | f)de + f gla)de

a

2. Monotonie

3. Dreiecksungleichung

b

[ f(z)dx

a

b
< [ 1f(@)|dx

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Sei f(z) auf [a,b]integrierbar und F(x) eine Stammfunktion von f(z). Dann
gilt:

J F(@)da = F(b) - F(a)

a

b
Beweis Sei € > 0 beliebig vorgegeben, Jy = [ f(z)dz. Wir wihlen § > 0 so,
dass fiir jede d—feine Zwischensumme o von f(z) iiber [a,b] gilt |Jy — 0| < €.

Z = {x; }i<n beliebig d—feine Zerlegung von [a, b]
n—1

F(b) = F(a) = F(zn) = F(xo) = ;)(F(ffm) — F(z:))

13



(MWS)= ex. & € (x4, T;41) mit Ploin)-Flz) _ F'(&) = f(&)

Tit+1—Tq

= F(ziq1) — F(x;) = f(&) — Aw;

n—1 n
= 6o = Z f(&)Ax; = ZO(F(HHH) — F(;)) = F(b) - F(a)
1=0

d—feine Zwischensumme

= |Jo—dol <e — ff(x)dx —(F(b)— F(a))| <€ qed

Bezeichnung: F(z) := F(b) — F(a)
Beispiel: f(z) = 2% auf [0, 1]
F(z) = w—; ist Stammfunktion von f(r) = x?

1
:gxgdx:%3|é:%

Mittelwertsatz der Integralrechnung

Sei f(z) iiber [a,b] integrierbar. Ist m eine untere und M eine obere Schranke
fiir f(z) auf [a,b], dann existiert eine reelle Zahl 7 mit m < 7 < M fA1r die
gilt:

b
= [ fla)de =T

Fiir stetiges f(x) ist 7 = f(§) fiir ein £ € [a, b].

Beweis: m < f(z) < M auf [a, ]

b b b
Monotonie = [m dx < [ f(z) de < [ M dx

14



=T setzen

Wenn f(x) stetig ist, dann kénnen wir m und M als Minimum bzw. Maximum
von f(x) annehmen. Als stetige Funktion nimmt f(x) jeden Wert zwischen m
und M an, also auch 7, d.h. es ex. ein £ € [a,b] mit 7 = f(§). O

Unbestimmtes Integral

Sei nun f(x)m Intervall [a, b] integrierbar. = f(x) ist auf jeden Teil integrierbar.

bilden: ®(z) = [ f(t)dt  x € [a,b] ("unbestimmtes Integral’)

a

1. ®(x) ist stetig.

Beweis: 1z € [a, D] xo+h € Ja,b

zo+h zo zo+h
B+ h) = | fde= [ feyder T (o)

f integrierbar = f ist beshrankt
Seinen m und M eine untere bzw. obere Schranke von f(z) auf [a, b]

(MWS)= ex. 7p[m, M| mit 7, = + [ f(t)dt

zo+h
== [ f(t)dt=7, -h— 0 fiir h —0dar7, € [m, M|
xo

= }llin% ®(z9 + h) = D(mg), d.h. ¢(z) ist in z stetig O

2. f(z) sei auf [a,b] stetig. Dann ist ®(z) diffbar und es ist ®'(xg) = f(z0)
fiir jedes xg € [a,b], also ®(z) eine Stammfunktion von f(x).

Bewelis:
B(zy + h) — (o) [ 7 o
Ty + — ®(xg
) = 3 /f(t)dtf/f(t)dt =2 / F(t)dt
’ 1 xo+h
(MWS) = ex. ein & € [ro, 70 + ] mit f(6) = / F(t)dt

Zo

15



xo+h
= /)ﬂﬂﬁ=f@0h—aomrhao

0

Fir h — 0 gilt &, — zg und somit

xo+h

— 1
I e St UV B LT

— }1112% (&) = 53%0 f(&n) = f(z0)

. Partielle Integration Seien u(x) und v(z) in [a, bjstetig differenzierbar.
Dann gilt:

b b
Ju-v'de =u(z) v(@)]’ - [vode

a

Beweis: Da uv’ und u'v stetig sind, ex. eine Stamfkt ®(x) bzw ¥(z).
Fiir die unbestimmte Integration gilt:

/u%/dx = uvf/u’vdx

= ®(x) = u(z) v(z)—V(z)+c

(Hauptsatz) = fuv'da: = ®(b) — P(a) fbu’vdx =T (b) — ¥(a)

b

= [uw'de = @[} = u(z)o(z)|, — ¥(z)[}
b

= u(z)v(2)]b — [v'vdz O

. Substitution
(a) f(x) sei stetig auf [a, b]
(b) g(t) seit stetig diffbar auf [«, 5]

g
(¢) g(@) = aund g(B) = b
(d) Wertebereich von g sei [a, b]

Dann gilt:

b

[ f@)dz = [ Bf(g(t) g’ (t)dt

a

Die Bedingungen (1)—(4) lassen sich variieren:
(1) & (4) konnen ersetzt werden durch:

(4%*) ist bereits dann erfiillt, wenn ¢'(z) # 0 auf [«, 5] gilt.

16



(1*)  f(=) ist integrierbar
(4%)  g(t) ist monoton wachsend

Beweis Da f(x) stetig ist, ex. eine Stammfkt ®(x) und es ist
ff Jdz = ®(b) — ®(a)

Die Fkt ®(g(t)) ist auf [«, 4] differenzierbar:

Satz3:

Die Funktionenreihe Z fn(x)sei auf [a,b] gleichmiBig konvergent und
n=0
alle Funktionen f, () n=0,1,2... seien auf [a, b] stetig. Dann gilt:

b oo o b
a/nz_ofn(as)dx = nz_oa/fn(x)dx

~© b
Beweis: Untersuche die Konvergenz der Reihe Y [ f,(z)dx

n=0a

fn(x) glm. konvergent, f,(x) n=1,2,3... alle stetig.

118

n=0

= Grenzfunktion f(z Z f fn(x) ist stetig

n=0a
m

fz) = Z fn(2)

<

— b—a

4

b oo
f > fn(z)dz existiert ng, so dass
a n=0

| r@yde— 35 [ fa@)

n=0a

@) - $ fule

n=0

b
= [ f(x)dz = E ffn )dx wie behauptet O

n=0a

Korollar: Jede Potenzreihe kann innerhalb ihres konvergenzkreises gliedweise
integriert werden.

Beweis: Potenzreihen konvergieren innerhalb ihres Konvergenskreises gleichméfig.
Alle Partialsummen sind Polynome und damit stetig O
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Beispiel: [ 7dt = In(1 + z)dz fiir [z] < 1
%th = 1_(1_t) = ZO(—t)" fiir |¢| < 1 geometrische Reihe
T N z 0o 0o T 0o i
= [gdt=[ X (=)= [(-=t)"dt = 3 (-1)" 57 [§
0 0 n=0 n=00 n=0
) n,rn+1 S 1 n+1
S 0) = 3 (1) = 3

1.3 Mehrfachintegrale
a = (a1,...,an)762 (bl,...,bn) e R

[a, b]
52(517' 7£n) B
Eeableoa<té<bea <& <b,...,ap <{—n<b,

Die Funktion f(x) sei auf [a, b] definiert. (z = (1, ...,2,) oder X = (z1,...,7,))
f@)=flxr,..oan)

Sei & = (&1,...,&) € (a,b)

Sol(t) = f(§17~-~»§i71,t,fi+1...,§n) Z: 1,2,...,71

©i(t) ist jeweils im Intervall [a;, b;] definiert und kann auf Integrierbarkeit un-
tersucht werden.

b, b;
bilen: f (pl(t)dt = f f(fl, e 752'*17 t, §¢+1 e ,gn)dt (*)

a;

Die auf der rechten Seite von (%) auftretenden Konstanten &1, ..., &—1,&4+1-.-,&n
werden als Parameter bezeichnet.

b—i
| f@1, . mimt, iy T, - - Ty )da
a;
heiflt parameterunabhingiges Integral oder einfach Parameterintegral.
(Fiir die Variablen x; . .., z, werden entsprechende Werte &1, . . ., &, eingestetzt.)

Wenn bei jeder Einsetzung das Integral (x) existiert, dann wird dadurch eine
von &1,...,&-1,&+1--.,&, abhinige Funktiondefiniert:

b;
Fi(£17-~-7£i—17£i+1'~-a€n) :/f(’l,’l,,l'n)dl'z

Beispiel: F(x,y,2) = zy + 2%2? ist auf jedem Intervall definiert und stetig.

z.B.a=(0,0,1) und b= (1,2,4)

1

1 1 1 1
Fi(y,z) = /(xy + 2°2%)dx = 5952?/ + 539322‘(1) =3y + gzg
0

18



2
1
Fy(x,z) = /(xy +222%)dy = x§y2 + 222%y|2 = 22 + 22222

4
Fi(z,y) = /xy—i—a:z z—xyz+3xz|1—3xy+21x
1
C_L:(al,.. an) (bl, ) a<l_)
I/i:(ah ey Ay 1,a2+1,... ) (b17~~~abi—labi+17~~~>bn)

Satz4:

f(z) sei im Intervall [a, b] stetig. Dann ist fiir jedes 1 < i < n das
bi
Parameterintegral F;(z1,...,%i—1,Ziq1,-..,%n) = [ f(z1,...25)d2;
a;

in [a;, b;] stetig

Seien z;,,...,z;, paarweise verschiedene Variablen. Wir setzen:
biy biy,
/ /f n)dTi, ... dz; = / /f(xlmn)d:rzk coo g dzy,
Qiq M

Und bezeichnen ein derartiges Integral als iteriertes Integral oder Mehrfachin-
tegral. Insbesonderes heifit ein zweichfaches Integral auch Doppelintegral

1.4 Das Lebesguesche Integral
R*=R U{-00,+o0}

Gerechnet wird mit diesen Symbolen wie tiblich:
z.B. a+00=+0c0 a€R

| . .
/‘\ nicht sinvoll: &, £2 =2 400 — (4+00),00 4 (—00)

0’

A 0 (+o00) =0 (im Gegensatz zur Verwendung bei unbest. Grenzwerten)

—o<a<+oo firae R

Eine I;“émktion mit Werten in R* heifit numerische Funktion.

Sein Y a; eine Reihe mit nichtnegativen Gliedern a; > 0, A; € R*
i=1

Dann gilt:
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+oo  falls ein a; = +o0
m

Sa;=| +oo falls {Z al} nicht beschrinkt ist
i=1

i=1

i=1

< oo falls {Z al} beschrénkt ist

.

a,be R" a=(a1,...,a,) b= (b1,...,bn), a<b

Wir betrachten halboffene Intervalle [a,b) = {x € R" : a < x < b} wobei
a < x < bbedeutet: a1 <z <by,...,a, <z, <by,
J,, sei die Menge der halboffenen Intervalle des R™.

Satz5:

Das System J,, der Intervalle hat folgende Eigenschaften:

(1) 0ed,
(2) A BeJ,und A<B
Dann ex. paarweise disjunkte Intervalle I1,..., I, € J,

(d.h. N, I; = 0 fiir i # j) mit B\ A= U I,
=1

K2

3) A, BelJ,=ANnBeJ,

Beweis: anschaulich plausibel

n=2
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Satz6:

Jede offene Menge M < R™ lafit sich darstellen in der Form

)
i—1

1=

Ohne Beweis! Fiir Intervalle I € J setzen wir

0 wenn [ =)
m(I) = _ (1)
(by —ai)...(bn — ap) wenn I[a,b) # 0

m(I) heilt Inhalt des Intervalls. Wir erhalten so eine Funktion m : J — [0, 00),
die auch in hoheren Dimensionen fiir Intervalle das "Volumen’, jetzt Inhalt ge-
nannt, angibt.

Sei M < R™ eine bel. Teilmenge und {I;} eine folge von Intervallen, die M
iiberdeckt, d.h. M < | I;.

i=1
Falls M iiberhaupt so etwas wie einen Inhalt hat,miissteer sicherlich kleiner oder

gleich > —i = 1°°m(I;) sein.

Die Menge aller mdoglichen Uberdeckungen von M mit Intervallen bezeichnen
wir mit U(M).
Fr bel. Mengen M C R"™ setzen wir nun

M) = nf S m(7) @

dufleres Lebesquesches Maf$ von M

Fiir den spezialfall M = I (ein Intervall) gilt bei bel. Uberdeckungen
{,:i=1,2,...} von M

m(1) <3 m(r) 3)

(anschaulich plausibel)

o0
Folglich: m(I) < inf Y m(l;)
U(M)i=1
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Andererseits ist {I} eine Uberdeckung von I, folgt
it 3 m(T) < m(l)

U(M)i=1
also:
[ee]
m(I) = inf 5 m(L) = i(l)
U(M)i=1
Bemerkungen:

1. fi(m) ist fiir jedes M C R™ definiert (U(M) ist nicht leer, inf ex.)

Nach Def. des Infimums gilt:

2. Fiir jede {I;} € U(M) ist

Eigenschaften von [
1. p(0) =0
2. 0 < fi(M) < +oo fiir alle M C R"

3. (Monotonie) My, My C R™
My C My = p(My) < p(M2)

4. (Subadditivitit) M, My C R
(M1 U Ms) < (M) + i(Ma)

5 My,Ms...C R" (6—subadditiv)
a0 M) < 55 ()
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Beweis:

ad (3) My < My = U(My) < U(My)
= inf Y m(L;) < inf > m(l;)
U(M1)i=1 U(Mz2) i=1
a(My) < p(Ms) d.h. (3) gilt.
(4) folgt sofort aus (5)

ad(5) My, Ms, ... beliebig, M = | M;
i=1

1=

Sei € > 0 beliebig. Es ex. Uberdeckung {Ii;}j=1,2,.. € U(Mz)
mit Y m(l;) < p(M;) + 55 (wegen G1.(7))
i—1
! o0 o0 o0 o0
M=UM<U U I My < U L
i=1 i=1j=1 j=1
= {I;;}i=12. j=12.. e U(M)
B oo oo 00 ~ oo 1
> A<) Y mily) < Y AM) +e) G
=1 1=1 =1
<M+ 5 =1
= (M) < ;ﬂ(Mz) +e€
€ beliebig = a(M) < > p(M;) O
i=1
allgemein gilt:
(M U My) < fi(My) + p(Ma)
Es sollte sein: M1 N My =0
= (M U Ms) = p(My) + p(Ms) gilt aber nicht!!

Definition M C R™ heifit Lebesque—Messbar (kurz: messbar), wenn fiir belie-

bige Intervalle @ € J gilt:

QN M)+ u(@Q\ M) = i(Q)
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m sei die Menge aller Lebesque—messbarer Mengen. Fiir M €m heiBt

u(M) = (M)

Lebesquesches MaB von M

Gegeben sei ein beliebiges Intervall I € J. Nun seien Iy,
Teil-Intervalle von I.

anschaulich ergibt sich:

Sei (Q ein weiteres Intervall, Q € J

Ih=0nI
Q=1 U@\l

(®)

..., I, paarweise disjunkte

(subadditivitit) = p(Q) < p(lo) + p(Q \ I,) (10)
Satt5(2):
= ex. I1,...,I,, paarweise diskunktmit |J I, = Q\ Iy
i=1
=Q=U L Iy, ..., I, paarweise disjunkt.
i=0
(wegen (10)) = Zm([l) <m(Q) (11)
=0
somit: i(Ip) + (@ \ Ip) = p(lo) + p(U ;) < > (I — i) (subadditiv)
i=1 i=0
Fiir Intervalle ist fi(1;) = m(l;) 1=0,...,m
(12)

m(li) <m(Q) = Q)

NE

= [i(lo) + p(@\ o) <

7

I
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(11) + (13) = 4(Q N Io) + 1(Q \ Ip) = (Q) fiir alle Q € J (13)

d.h. I zerlegt jedes Intervall @ so, dass sich die MaBzahlen genau zum Inhalt von
() addieren.
Wegen (14) ist jedes Intervall I Lebesque—messbar und es ist

u(D) = (1) = m(I) (14)

Damit haben wir eine Mengenfunktion p :m— [0, co] definiert, die Fortsetzung von
m:J Cm — [0,00) ist, u(I) = m(I), IeJ

Eigenschaften des Mengesystems m

1. 0em

2. Mem=R"\Mem

oo
3. Ml,Mg,...Gm:> UMZEm

i=1

Ein Mengensystem m mit den Eigenschaften (1)—(3) heit d—Algebra

Eigenschaften des Lebesqueschen Mafles

(1) p®=0
(2) Mem=0<puM)<+x
(3) My, Ms,... € m paarweise disjunkt

,L(g M) = i p(M)  (5-additiv)

Eine Fkt p auf einer §—Algebra mit den Eigenschaften (1)—(3) heiBt MabB.

m 6—Algebra:
1.0em

2. Mem=R"\Mem

3. Mi,Ms,...e m = UMiGm
=1
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MaB p auf m:
1 u@ =0
22 Mem=0<pu(M)<+4+c0

o0 o0
3. My, My,... € m paarweise disjunkt: p(|J M;) = > (M)
=1
0.B.

—

= =

Weitere Eigenschaften

4. R"em

5. My, Ms,... € m= ﬂ M; em
i=1

6. My,My € m= M\ My €m
Beweis: ad (4) R" = Rn\ 0
o (5) 1) = R (A (R )

ad (6) My \Mg =M N (Rn\Mg)

(7) My, My € m My, C My = M(Ml) < /,L(MQ) (monoton)

(6-additiv)

(8) My, Mz € m My C Mz, (M) < 00 = p(Ma\ M — 1) = p(Mz) — p(M — 1)

o0

(9) My, My, ...e m = pu(U M;) < > u(M;) (6—subadditiv)
=1 i=1

1=

(10) My, My,...e€ m, M1 C My C M3C...

M(U M;) = lim p(M;)
i=1 i—o0

(7)+(9) folgen unmittelbar aus den Eigenschaften des duBeren MaBes.

ad (8) M2 = M1 U (M2 \ Ml)
Da M; N (Mo \ M) = (0 ist, gilt w(my) + p(My \ My)

= p(Ma \ My) = p(M2) — p(Mh)

ad (10) Bl = M1
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B;=M;\ M;_1 B; € m paarweise disjunkt
My, = M;= | B
i=1 i=1

3 =1

=1 1=

m—0oQ0

= p(M) = u(L_J1 B;) = ;N(Bi) = n}ignooZu(Bi) = lim p(My) O
=1
:N('91 B;)

Eine Menge N C R" jeift Nullmenge wenn i(N) = 0 ist.

Satz7

(I)  Jede Nullmenge N C R™ ist Lebesque-mefibar und p(N) =0
(II) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist wieder eine Nullmenge
(III) Sei M Lebesque—meBbar und N eine Nullmenge dann ist:

w(MUN) = p(M)

Beweis: ad (1): Sei Q eine bel. Teilmenge Q = (QN N) U (Q\ (QN N))
QNN <NundQ\(QNN)<Q

Q) < BQNN)+AQ\ (QNN) < (M) + Q) = i(Q)
= Q) = QN N) + i@\ (Q N N) fiir alle Q

= N e mund u(N) =ji(n) =0

ad (II): N Nullmenge, Ny < N

O < (Ny) < i(N) =0 = fi(N;) = 0 also N; Nullmenge

ad (II): M, N em, u(N) =0

M <MUN = p(M) < p(MUN) < p(M) + p(N) = p(M)
= (M) =p(MUN) O

Beispiele:

L M= (RL R

Sei € > 0 beliebig vorgegeben, € = (e,¢,. . .) I. = (Py,P,+¢€)
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(M) < ja(l,)=€e"—0fire—0

=i

= a(M)=0
= M ist Nullmenge

2. Jede endliche und abzidhlbare Menge ist eine Nullmenge

Jede (n — 1)—dim. Hyperebene ist eine Hyperebene

W

Jede Teilmenge einer Hyperebene ist eine Nullmenge

5. I = (a1,b1) X ... X (an, by) offenes Intervall
Iy = [a1,b1] X ... X [an, b,] abgesch. Intervall
I=Ja1,b1) X ... X [an,bn)
L =I\0I
I, =100l
OI ist Nullmenge (wegen (4))
= I und I5 sind meBbar und p(Il1) = p(l2) = p(I)

Satz8

(I)  Jede offene Menge M C R™ ist messbar
(II)  Jede abgeschlossene Menge M C R™ ist messbar
(III) Der Rand OM jeder Menge M C R"™ ist messbar

e}
Beweis: ad (1) M offen = M = {J I;
i=1
I; paarweise disjunkte Intervalle (Satz6)
ad (II) M abgeschlossen < R™\ M offen

ad (I11) OM immer abgeschlossen
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Satz9

(I) Jede Riemann—messbare Menge M C R" ist Lebesque-messbar
und ihr Riemannscher Inhalt stimmt mit ihrem Lebesqueschen
Maf iiberein.

(II) Eine beschrinkte Menge M C R™ ist genau dann Riemann-—
messbar, wenn p(OM) = 0.

0.B.
Bemerkung:
L "= 1 My ={z €[0,1] : zrational}

M, ={z €[0,1] : zirrational}
M()UMl:[O,l] M00M1:@

M ist abzahlbar — M ist Lebesque—messbar p(Mp) =0
= p(Mp) =1

My und M sind nicht Riemann—messbar.

2. Es existieren Mengen, die nicht Lebesque—messbarsind.

1.5 Messbare Funktionen

Sei M C R™ messbar und f: M — R"™ eine auf M gegebene numerische Funktion.

Fiir jede reelle Zahl a sei

{f>a}={zeM: f(z) >a}

analog;:
{fza}={zeM: f(z)=a}
(f<al=...
(f<a}=..

f: M C R" — R* heiit messbar (genauer: Lebesque-messbar, L-messbar), wenn
sowohl M alsauch fiir jedes a € R die Menge {f > a} messbar sind.
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Satz10

Sei f: M — R* messbar. Dann sind fiir jedes a € R die Mengen
{f <a}, {f =2 a}.{f < a},{f =a},{f # a} messbar

Beweis:

Uz a=Ar>a-2) @4
{f <a}=M\{f=a}
{f<a}y=M\{f>a}
{(f=a}={f>2a}n{f<a}
{f#a}=M\{f=0a} O

Gegeben sei die Funktion F': M — R* und a C M. f|4 sei die Einschrankung von
f auf A.

Satzl1l

Sind f und A messbar, so ist auch f|4 messbar.

Beweis {fla>a}={xcA: f(z)>a}={f>a}NA
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Satz12

Sei f: M — R*und M = | 4,
i=1

Ist f|a, fiir jedes ¢ messbar, dann ist auch f messbar.

Beweis: {f > A} = ile{f a4, = A} O

Satz13

f,9: M — R* seien messbar. Dann sind auch messbar:
(1) ec-f, ceR

(2) f+ g (falls fiir kein x € M f(z) = 00 A g(x) = —0
oder f(z) = —o0o A g(z) = +0)
@) f-9
(4) 5 (falls fiir kein € M g(x) = 0 oder f(z) = £oo A g(x) = £00

Sei f: M — R* gegeben
Dann setzen wir:

max{ f(z),0} Positivteil von f
f7(x) = min{f(z),0} Negativteil von f

Bzgl. messbarkeit gilt:

1. f ist messbar < f* und f~ sind messbar

2. Ist f messbar, so ist | f| messbar

Satz14

Sei M, M C R™ messbar und f: M — R stetig.

Dann ist f messbar.
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Beweis: Aus der Stetigkeit folgt:

f~((a, 0))ist fiir jedes a € R in M offen. d.h. es ex. eine offene Menge X, C R,
so dass f71((a,0)) = M NX, = {f > a} = M nN X, messbar fiir jedes
a€R m|

Zwei Funktionen f,g : M — R* heiBen fast iberall g/eich,fﬁ g wenn {z €

M\ f(z) # g(z)} eine Nulmmange ist.

Sei f messbar und 957 f.
Bilden: My ={x € M : f(z) # g(z)}undM; ={x € M : f(x) = g(x)}
:>MOOM1:(Dund MyUM, =M

Firae Rist {g >a} =( {g>a} NMy)U({g > a} N M;) messbar.
—— —_——

Nullmenge ={f>a}NM;

C Mo messbar

= g ist messbar

Bemerkung;: o ist eine Aquivalenzrelation, d.h. es gilt
Lz

2. fﬁgégﬁf

3. fﬁgundgﬁh:fﬁh

Gegeben seien Funktionen f, : M — R* v = 1,2,3,... und eine Funktion
f: M — R*. Die Folge (f,) konvergiert fast iiberall gegen f, symb. fyﬁf, wenn
sie fiir fast alle x € M lim f,(z) = f(z) gilt, d.h. die Menge der Elemente

x € M, fir die (f,(z)) nicht gegen f(x) konvergiert, ist eine Nullmenge.

Satzlb

Sei (fv),en eine Folge messbarer numerischer Funktionen auf M.

Dann sind die Funktionen sup f, und ianv f, messbar.
vEN ve

Beweis: Sei a € R beliebig. Fiir x € M gilt:

sup f, <a<efiraller=1,2,3,... fu(z) <a
veN

— {sup o <a} = N {f <a}
veEN v=1

= {sup f, >a} = M\ {sup f, <a}
veEN veN
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sup [, ist messbar
vEN

Esist inf f, = — sup(—f,) — messbar
veEN veEN

Korollar: Sei (f,),en eine Folge messbarer numerischer Funktionen auf M.
Konverkiert (f,) fast iiberall gegen f : M — R*, dann ist f ebenfalls messbar.

Beweis: Esist: lim f,(z) = inf sup f.(x)

v—00 neEN ;>n

(Satz15) = lim f,(z) messbar

ILm fu(x)ﬁf(x) — f(x) messbar
Sei AC R"

1 z€A

xa(z) >
0 zeR"\A

X heits charakteristische Funktion von A.
Dann: x4 messbar < A messbar

Beweis: a € R

) wenna > 1
{xa>a}=]A 0<a<l — Beh
R" a<0

Eine reelle Funktion f: M — R ist eine Treppenfunktion, wenn f messbar ist und

nur endlich viele Funktionswerte hat. Seien ay, ..

tionswerte von f.

Bilden:
Ai:{f:ai} i:l,...,m

= Aq,..., A, sind messbar

AiNA; =0 fiiri #j
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Auf A; ist f Konsant (= a;). Damit ergubt sich die folgende Darstellung fiir f:

F@) = § axa(z) weM

Eine Funktionenfolge {f, : M — R*} heiBt monoton wachsend, wenn

fu(z) < fui1(x) fur alle v auf M gilt. Die Folge (f,) konvergiert von unten gegen
fo M — R* symb. f, /* f, wenn eine monoton wachsende Folge ist und fiir
jedes x € MylirgO fu(z) = f(z) gilt.

Eine Fkt. f(x) heiBt nichtnegativ (auf M), wenn f(z) > 0 auf M. Nichtnega-
tive Treppenfunktionen heiBen Elementarfunktionen.

Satzl6

Sei f: M C R® — R* messbar und nichtnegativ.
Dann esistiert eine Folge {f, : M — R} von nichtnegativen

Treppenfunktionen, die von unten gegen f konvergiert.

Beweis Sei v gegeben. wir zerlegen [0,7] in v -2” in Teile der Linge 5

{f>En{f<ily k=0,...,02" -1

A, = (15)
{f>v} k=

v2¥
k
L@ =Y goxa, 0 weM (16)
k=0
v2Y
Ay, € M messbar, paarweise disjunkt, M = |J A4,,
k=0
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fo : M — R ist nichtnegative Treppenfunktion

Es gilt:
1.
0< fu(z) < fugi(z) < f(x) fir alle x € M (17)
fl@)—fo(z) < £ falls f(z) <v
2. = lim f,(x) = f(z) fir allex € M

folz)=v falls f(z) > v
1.6 Das Lebesquesche Integral
Sei f: M C R™ — R eine nichtnegative Treppenfunktion, d.h. es ex. messbare
Teilmenge A1,..., A, AiNA; =0firi#jund f(z) =) a;xa,(x) x €N
i=1

Wir setzen:
m Lebesque—Integral
[ flz)dp = Z ailta, einer nichtnegativen
M =1 Treppenfunktion
Bemerkung

1. 0- 00 =0 beachten

2. A C R™ messbar — x4 ist nichtnegative Treppenfunktion
xa=1-xa+0 xp\A

= /XAdu = pu(A) (18)
R'n.

3. Wenn es notwendigsein sollt, schreiben wir genauer u,, anstelle von p fiir das
Lebesquesche MaB in R™

Sei f eine nichtnegative Treppenfunktion f: M C R" —
Setzen Of = {(z,y) € R"™ 12z € M,0<y < f(z)}
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Oy heiBt Ordinatenmenge von f

Die Ordinatenmenge ist messbar bzgl. des (n+ 1)-dim Lebesqueschen MaBes (i, 41
und es gilt:

pnt+1(0f) = [ f(2)dpn (19)
/

Eigenschaften des Integrals

f,9: M C R™ — R nichtnegative Treppenfunktionen
1. 0< [ f(z)du < +o0
M

2. c€ R,c >0 — c- f ist nichtnegative Treppenfunktion
cf du=c [ duf
M

2—

3. f + g ist nichtnegative Treppenfunktion

J(f+9)du= [(f)du+ [(g)du
M M M
f

ad (3): —t
4 e

mi mi
=2 arxa, M= {J A
k=1 k=1

9= boxn, M= U B /[
k=1 k=1
Die Zerlegung { By, ..., By1} von M erzeugt fiir jedes k eine Zerlegung von
Ap A, = lTLljl(Ak n Bl) /L(Ak) = lgljlp(Ak n Bl)
Die Zerlegung {A1, ..., Bm1} von M erzeugt fiir jedes B, eine Zerlegung von
B: B - lijl(Bl NA)  u(B) = :ﬁflu(Bl Ay
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my N1 ny mi
— f= Z Z(a’k)XAkﬁBz = Z Z(bl)XAkﬁBz
k=11=1 1=1k=1
m1 N1 mi mnq
f+9=>2 Y(ax+b)xarms, M= Y (AxNB)
k=1i=1 k=11=1

= f + g ist nichtnegative Treppenfunktion

[ (f+g)dp = % %(alﬂrbz) (AxNB;) = % ay %(AWBZH% b % (AxNBy)
M ll k=1 =1 =1 k=1

ni

= Z app(Ag) + Z bu(B) = [ fdu+ [gdy O
I=1 M M

Sei f: M C R™ — R* nichtnegativ und messbar. (Satz16) = es ex. eine Folge
g(f,.) nichtnefative Treppenfunktionen mit f,  f.

[ fdp:= l/hnolo [ fo du Lebesque—Integral einer

setzen - - .
M M nichtnegativen messbaren Funktion

Bemerkungen

1. Wegen f,(z) < foy1(x) auf M ist

/fp dv < /fm dv (21)
M M

= lim [ f, du existiert (moglicherweise +00)

V—>OOI\/

2. Der Grenzwert hdngt nicht von der zur Approximation gewdhlten Folge ab,
d.h. jede denselben Grenzwert.

3. Die Ordininatenmenge o5 = {(z,y) € R"™ : 2z € M,0 < y < f(x)} ist
(n + 1)—dim messbar und es gilt:

via(og) = [ £ dn (22)

M

Satzl7

fyg: M C R™ — R* nichtnegativ, messbare numerische Funktion

Dann gilt:
(@) 0< [ fdu<+oo
M

() [efdu=c [ fdp
M

M
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(c) f(f+g)du=ﬂj;fdu+1\£gdu

M
(d) fla)<gle)ant M — [ fdu< [gdu
M M

Beweis: ad (c) nach Vorr. ex. f, /" f,9. /¢

fv, gv nichtnegative Treppenfunktion

= {f, + g, } ist Folge nichtnegativer Treppenfunktionen

und fu + g, < f+g (fv+a9,) /" (f+9)

= f(f+g) d/u‘: lim f(fV+gU) d:u: lim (ffu dﬂ"‘ fgu dﬂ)
M VT M VT M M

=lim [ f,du+ lim [g,du= [ f,du+ [ g, du Box
YTOM YTOM M M

Sei f: m C R™ — R* nichtnegativ, messbar und A C M messbar. Dann ist
f T4 dp nichtnegativ und messbar.

fdu:=[fTla du Lebesque-Integral von f
,{ ,{ tiber eine messbare Teilmenge A C M (23)
Satz18

f:+ M C R"™ — R*nichtnegativ und messbar, A, B C M messbar.

Dann gilt:
(I) 0< [fdu<+o0

A
(1) p(A)=0= [ fdu=0
A
(III) ANB=0— [ fdu= [dp+ [du
A B

AUB
(IV) ACB-— [fdu< [ fdu
A B

Beweis: ad (Il): Sei f eine nichtnegative Treppenfunktion, d.h.

f=>arxa, M=U A ar>0 k=1,....m A,NA;=0firi#j
k=1 k=1

fla= Y arxana z€A A= U (4,NA)
k=1 k=1

———
0<pu(ArNA)<p(A)

[rau=[11di=3a paina o (24)
‘A ‘A k=1
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Nun sei f eine nichtnegative messbare numerische Funktion. = es ex. eine Folge
(fv) nichtnegative Treppenfunktion f, / f

Dann [ fdu = lim /fl/ duy =0 ]
A

~——
=0 wegen (25)

Satz19

frg: M C R"™ — R*nichtnegativundmessbar

() fﬁgé/fd/um/gdu (25)
' M M
(11) fﬁOc)/f i =0 (26)
M

Beweis: ad ()

f(x) =g(x) fir alle z € M \ My und pu(Mp) =0

[fdp= [ [fdp+ /fdu = [ gdu+ [gdu= [gdpu
M M\ M, i M\ M, Mo M
———

=o(IT)von Satzl8
ad (I) (=) Klar

(«)sei [fdu=0 My={f#0}=/{f>0} messbar M = {f > +}
M
messbar k > 1
— My = | My und MkQMk+1:>u(MO):klim (M)
k=1 —00
=0=[fdu> [ fdu> [ 3 du=y [du=gp(My) >0
M My, My, M

— gh(My) =0 — p(My) =0

p(Mo) = lim p(My) =0 — f=0 0O

Satz der monotonen Konvergenz (B.Levi)

Seien (fr) eine monoton wachsende Folge nichtnegativer, messbarer Funktionen
auf M, die fast iiberall gegen die Fkt f : M — R* konvergiert. Dann ist f ebenfalls
messbar und es gilt:

g1 = i e dv (27)
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Beweis: 'Fischer/Kaul Bd.2 S.526-528'
"Heinz Bauer, Wahrscheinlichkeitstheorie S.51/52 (de Gruyter 1968)’

OBdA sei lim f,(z) = f(x) fv v =1,2,... nichtnegativ, messbar

V—00

(Satz16)= fiir v ex. Folge von nichtneg. Treppenfunktionen

Uvn)nen — (Un) /' fo

Vin :=sup(Uim, - -+, Upim) (1)

Vi sind nichtneg. Treppenfkt.

Ukm < Ukm+1 k=1,....m—=>V, <Vm+1 (2)

Ukmgfkgfm k:]-a"'am

=V <fm ()
— lim V,, < lim f,,=f (4)

(1) Upmn < Vi firn <m — lim Uy = frn < lim V,

n—oo m—00

= le fn :f < 1511 Vin (5)
= (4)+05) Vi / f

_ . < .
—>A‘£fdu = Tr}gnoozé‘/m dp < lim [ fn, du (6)

m—oo
M
nachDef. (wegen(3))

fm/qumgfﬁffmdﬂgfdﬂ (7)
M
6)+(7)= [ fdp= lim [ fpdu O
M MmO M
Korollar 1. Sei (f,) eine Folge nichtnegativer messbarer Fkt. Danniist >_ f,(z)

v=1
messbar und es ist:

fl/ d#: i ffu d/i (28)

1 v=1M

118

)

v

Korollar 2 (d—Additividt des Integrals)

Sei f: M C R™ — R* nichtnegativ und messbar, M = |J M}, Mjpaarweise
k=1
disjunkt und messbar. Dann gilt:
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[ fdu=% [ fdu
M k

=1Mjy,

Sei f: M C R" — R* messbar.

— f(z) = f*(z) — f~(x) fiir alle x € M und fT, f~ sind messbar und nicht-

negativ.

— Es ex. die Integrale

J fHdpundf f~ dp
M M

f heiBt integrierbar (genauer: Lebesqu—Integrierbar oder L—integrierbar), wenn f
messbar ist und die Integrale [ f* dp und [ f~ dp endlich sind. Wenn f inte-
M

M
grierbar ist, dann setzen wir:

M

[ fdu= [ frdu— [ f~du Lebesque—Integral einer
M M interierbaren Funktion

Satz20

Jede integrierbare Funktion f: M C R™ — R* ist fast iiberall endlich

Beweis: M., = {f = +00} messbar

[frdp= [ frdp> [ kdp=k [ 1-dp=p(Mis)
M Moo Mo Mo

fiir jede Zahl k&
1 +
= 0< pu(Mio) < T f dp = p(Mi0o =0
M
——
reelle Zahl da intbar
analog p(M_o,) =0

Satz21

Fiir jede Funktion f: M C R™ — R* sind
folgende Bedingungen dquivalent:

(a) f ist integrierbar
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(b) fT und f~ sind integrierbar

(¢) f messbar und |f| ist integrierbar

(d) f messbar und es ex. eine IntegrierbareFuktion g : M — R*

mit |f(z)] < g(z) (Majorantenkreterium)

Beweis: (a)=(b) (ergibt sich aus der Definition)

(b)=-(c) f ist messbar (klar)

fl=s7+f  Jlfldu= [ frdp+ [ f~dp<oo
M M M

— | f] integrierbar.

(c)=(d) setzen g = | f|

(d)=(a) 0 < f* <|f| < g(z) nichtnegativ, messbar

— [ fEdu < [ g(z)dp < oo — f ist integrierbar O
M M

Satz22

f,g: M C R* — R* und ff:ug

Dann gilt:
(I) f ist integrierbar gdw g ist integrierbar
(I1) [ fdu= [gdp

M M

Beweis: f%gi (Satz19)
u
3(M) sei die Menge der auf M integrierbaren Funktionen

Eigenschaften des Integrals

1. Liniaritat
J(f+g)dp= [ fdu+ [gdu
M M M
[efdp=c [ fdu ceR
M M

2. Monotonie

f(@) < g(x) auf M = [ fdp < [ gdu
M M
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3. Dreicksungleichung
]f fdu’ < [ elfldn
M M

Beweis: ad (l) f + g fast iiberall definiert (Unendlichkeitsstellen Nullmenge)

|f(z) + g(z)| < |f(z)| + |g(x)| nichtnegativ, messbar

= [If +gldu < [ |fldp+ [ lgldn < oo
M M M

— |f + g| integrierbar

(f+9) =+ " -(F+9 =f"—f+g -9~

= (f+9)+f +9g =(+9) " +f"+g" nichtnegativ, messbar

= [(F+gtdu+ [ frdu+ [ g du= [(f+g)"dp+ [ frdu+ [g*dp
M M M M M

M

= [(f+gdu= [(f+9)" = [(f+9)dp
M M M

=/f+du—/f‘du+/g+du—/g‘du
M M M

M

S fdp J gdu
M M
= [ fdu+ [ gdp
M M
I

ad (1) f,|f]| integrierbar

f(@) < [f(@)] (wegen () = [ fdp < [ |fldu
M M

S fdu’ < [ |fldu
M M
—f(z) < [f(z)] (wegen (I1)) = 71\5 fdp Sjé | fldp

Sei f: M C R™ — R* integrierbar und A C M messbar.
= f |4 ist messbar.
fla=f1i—f1a=rt1a—f"1Ia

S tadp= [ fdu< [ f*1adu<oo

A A M

— f [ A ist integrierbar
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,{fdM = 1{ fladp Lebesque—Integraliiber eine messbare Teilmenge A C M

Firr die Integration integrierbarer Fkt. gelten die entsprechenden Eigenschaften und
Regeln (z.B.: Satz18, é—Additivitat (30))

Klassen integrierbarer Funktionen

1. f: M C R™ — R* messhar und beschriankt, u(M) < oo. Dann ist f
integrierbar.

Beweis: f messbar, |f(z) < mg auf M
— [ |fldp < [ modp = mou(M) < co — f integrierbar
M M

2. f: M C R™ — R* stetig, M kompakt: DAnn ist f integrierbar

Beweis: — f messbar und beschrinkt, (M) < co — f integrierbar

3. M C R™ sei Riemann—messbar und f : M C R Riemann—integrierbar. Dann
ist f (Lebesque)-Integrierbar und es ist [ fdu =R — [ f(z)d(z)
M M

Kriterium fiir Riemann—Integrierbarkeit

f ist Riemann-integrierbar gdw f fast iiberall stetig ist.

Uneigentliche Riemann—Integrale

[ Ldx (a) und
1

Ot

ﬁdm (b) sinnlos im Riemannschen Sinne

1. M =[1,00) messbar, f(z) = zlz messbar auf M

— [ fdu ex.
M

M=UTIL  ILkka)
k=1

d—Additivitat (Korolar 2)

T &k IR 1 1
[Edo=3 [ Edz=3 (-2)," = % (- +4)
1 k=1 k k=1 k=1

_ 3 1 _

- tm (1 k) =1
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oo a o0
J f(@)dz, [ f(x)dzund [ f(z)dz heiBen uneigentliche Integrale und sind

definiert durch:

7f<x)dx ~ lm / f(w)da
/a fa)dz = Jim / f(w)da
7f(x)dx = /Of(x)dx+70f(x)dx
o o 0

e}
Ein uneigentliches Integral [ f(x)dx ist absolut konvergent gdw f iiber [a, c0)
Lebesque—integrierbar ist.
Beispiel: [ S22y existiert (d.h. < 00), aber f(z) = 22 ist auf [0, c0)

0
nicht integrierbar.

2. M =[0,1] messbar f(x) = - auf M messbar

M=UIL Ii={0} L=(G.4 k=12...
k=1

Sei f(x) in einer Umgebung von z( € [a,b] unbeschrankt. xo heiBt singuldre Stelle
oder Singularitdt von f(z)

xq sei die einzige Singularitit von f(x) in [a, )]

setzen:

Zo

R 76f(x)dx

e—0
a
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b b

[t@de =t [ fa)ds

e—0
xo xo+e

und dann:

/bf(x)dx = 70f(1:)dx+/bf(a:)dx

b
Flls diese Grenzwerte existieren heiBt f(x) uneigentlich integrierbar und [ f(z)dx

uneigentliches Integral von f(x).

Wie unter (1) gilt auch hier: Wenn das uneigentliche Integarl ex., dann ist es gleich
den Lebesque—Integral, wenn die Funktionen integrierbar ist.

Satz von der majorisierten Konverkenz (H. Lebesque) (f,) sei eine Fol-
ge messbarer Funktionen und g(x) eine integriernare Funktion, so dass |f —v(x)| <
g(x) fiir fast alle z € M und allev gilt. Falls (f,) auf M fast iiberalle gegen f(x)
konvergiert, dann ist f(x) integrierbar und es ist

[ fdp= [ lim fodp= lim [ f.du
M M V—00 V—)OOM

Beweis: OBdA sei (f,(2)) < g(z) v1,2,...und lim f,(x) = f(x) fir alle
re M

(Satz21) — f, v=1,2,... sind integrierbar
fu — [~ f messbar und |f(z)| < g(x)
(Satz 21)= f integrierbar

setzen:
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(a) U, messbar n =1,2,... (wegen Satzl5)
(b) Up(z)>0 n=12 ... (wegen |fm(z)] < g(z))
(c) nach (1) ist U, monoton aufsteigend

lim U,(x) = sup Up(z) = sup inf (g(x) + fi(x))

n— oo n m>

Jim (g(2) + fim(2)) = g(z) + f(2)
—Un/ g+ f
(d) Un(z) <g(@)+ fu(z)  (wegen(1))
Jlo+ fdp=lim [ Undp < ['gdpp+ T [ fudy

— [ fdp < lim [ fody  (2)
M M

Anwendung: Integration parameterunabhiniger Integrale

Gegeben sei eine Funktion f : M x [a,b] — R M C R™ Fiir jedes t,n]a, b] sei
die Funktion f(z,t) integrierbar (bzgl. z):

F(t)= [ f(z,t)du t € [a,b)
M

Fiir alle 2 € M sei f(z,t) nach t stetig diffbar (als Fkt von t). Es sei |5t (x,t)| <
g(x) reM t € [a,b) g(x) integreirbar.

Dann ist F'8t) stetig diffbar und F'(t) = [ %(m,t)du t € [a,b]
M

BEWEIS:

to € [a, b] fixiert, t, — to t, # to v=12...

tu —to - tn u—to

F(ty)=F(to) _ f f(f-,tu)—f(ﬂ?»to)dy
M

setze f,(z) = %_ft(fto) — %(x,to) fir alle x € M

o)) = i = gy [ to + 0ty — to)| - 1t — tol < g(a)
(2)+(4) = ffdu:nlin;offndu O

M M
L1(M) Menge der integrierbaren, reellen Funktionen

LY(M) ist eine linearer Raum
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H : LY(M) — R hat folgende Eigenschaften

(H1) H8f9 >0
(H2)  Hl(cf) = |e|H(f)
(H3) H(f+g)=H(f)+ H(g)

Eine Fkt. H mit den Eigenschaften (H1)—-(H2) heiBt Halbraum. Schreiben ||f]|1
anstelle von H(f).

Eine Folge f,)nen integrierbarer reeller Funktionen heiBt im Mittel konverkent
gegen die integrierbare reelle Fkt f, wenn lim ||f — f.|]1 = 0 gilt.
n—oo

Normkonvergenzsatz Jede Chauchy—Folge (f,)nen ist in L1(M) im Mittel
konvergent.

Beweis

(fn) Chauchy—Folge
= Ve > 0 ex. ne Yi,m = Ne [ frn = fmllL <€

Wir wihlen zu e = (3)¥ &k = 1,2,... jeweils ein passendes n; und bilden

die Teilfolge (fnk)ken
OBdA kann (ny) als monoton wachsend angenommen werden.

(nach konstruktion):|| fors1 — fukll < (3)*  k=1,2,...

setzen: gi () = fn,,, — fok(T) k=1,2,...

m
gk k=1,2,...alle messbar — n,, = |fi|+ > |9l m =1,2,... ebenfalls
k=1

messbar

= g(x)=|fr1(x)] + X |gr(x)| messbar (Korollat zu Satz15)
k=1

(Korollar 1 iiber die monotone Konvergenz)

o0
= Jdn=[faldn+ ¥ [laddn <oc
M M k=1
M
—_————
k
1
loulh < (3)
—_——

<1

— ist integrierbar — g(z) fast tiberall endlich
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o0
= Y gi(x) fast Giberall absolut konvergent.
k=1

fa1+ > gr(x)  wenn g(x) < co messbar
k=1

fz) =

0 wenn g(z) = oo
= g(x) ist integrierbare Majorante von | f(x)]

= f(z) integrierbar

= f(x) = fui1(z) + igszn1+ igk— ioj 9k + fam + igk
k=1 k=1 k=m+1 k=1

||f_fnm||1 = f ‘f_fnmldru’: f| ioj 9k|dM§ f io: |gk| d/.l
M M k=m

M k=m ~—~
lgwlli<(3)"

= (fam)men konvergiert im Mittel gegen f

— (fn) konvergiert gegen f

L1(M) Lebesque—integrierbare Funktionen auf M

L'(M) Lebesque —integrierbare Funktion auf M (bzgl. f:u)

Mit der iiblichen Addition und Multiplikationmit reellen Zahlen ist L'(M) eben-
falls ein linearer Raum.

= [ 1fldn (%)
M
Il =0 [ifldn=0 & fz0
Satz19
= Durch (x) wird auf L!(M) eine Norm definiert.

= L'(M) ist ein normierter Raum.

(Normkonvergenzsatz)=- Jede Chauchy—Folge aus L' (M) ist Konvergent, d.h. L!(M)
ist vollstandig.

Korollar: L!'(M) ist ein Banachraum

Erweiterung ins Komplexe Sei f : M C R™ — C eine Komplexwertige
Funktion auf M. Dann ex. Fkt. u,v : M — R, so das fiir alle x € M gilt:

F(@) = u(a) + iv(x)

Die Fkt. u(z) und v(z) heiBen Real— bzw. Imaginirteil von f. f messbar, wenn
Real—- und Imaginéarteil messbar sind.
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[ fdp:= [udp+i [vdu Lebesque-Integral einer
M M M komlexen Funktion

f ist integrierbar, wenn u und v integrierbar sind.

LY(M) Menge der Komplexen integrierbaren Funktionen auf M und Multiplika-
tion mit komplexen Zahlen(bzgl = ist L(M) ein komplexer linearer Raum.

Wir schreiben eta f(z,y) fiir die von (n + m) Variablen abhangige Funktion f :
R™ x R™ — R* wobei ein Teil der Variablen zum Vektor x = (1, ..., x,) zusam-
mengefasst werden, wihrend die restlichen Variablen zum Vektor y = (y1,...,%m)
gehdren. Bei der Integration schreiben wir nun:

[ fdu(z) oder auch [ fdx anstelle von [ fdpu,
M M M

wenndie Werte der Variablen y fixiert sind undnur nach der Variable x integriert
wird.

Satz von Fubini

Sei f(x) eine fiir alle x € R™ und ale y € R™ definierte integrierbare numerische
Funktion. Dann gilt:

(I)  Fiir fast alle y € R™ ist die Funktion z ~ f(z,y)
integrierbar.
(I)  F(y)= [ f(z,y)du(z) ist iiberall definiert und
R’V'L

integrierbar.

(III) f f(xa y)d:u‘n-‘rm(xv y) = f f f(ﬂ?, y)d,um(x)d.um(y)

Rn+m R™ Rn

Bemerkungen:

1. Dieser Satz gilt auch, wenn iiberall 'integrierbar’ ersetzt wird duch 'nichtne-
gativ und messbar’.

2. Die Rolle von = und y lassen sich natiirlich vertauschen. Somit gilt auch:
[ @y dpm(@)dum(y) = [ [ (@, y)dum(y)dpm (@)
R™ R™ R™ R™

Sei die Funktion f(z) auf der Menge M C R™ definiert. Dann setzen wir:

Esgilt: [ fudp= [ fmdu+ [ dp= [, fdu
Rn M R"\M

Gegeben sei eine Funktion f: R — R*.
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fl) zeM

fM((E) =
0 z€R"\ M

Die Menge sup f := {x € R™: f(x) # 0} heiBt Trager von f
Sei ) ein ebener Normalbereich:
Q={(z,y) e R* a<az<byi(r) <y<pa(r)}

und f eine integrierbare Funktion auf 2.

Dann gilt:
oo oo b p2(x)
[fdu= [ fodu= [ [ fodydz=[ [ [f(z,y)dyd>
Q R? —00 —00 a py(x)
Beispiel:

1. Man berechne [(22 + y)dpu, wobei €2 von den beiden Parabeln y = 22 und
Q

y? = x begrenzt wird.

oy

\

—

Q={(z,y) e R?:0< <1, 0(x) <y <Y(x)}
mit o(z) = 2% und Y (z) = /&

() ist ebener Fundamentalbereich.

L ve ' 1,2V
— [(@®+y)dp = [ [ (2®+y)dyde = [ 22y + 39°|). dz
Q 0 z2 0

1 1
:f(x2\/5+%x—x4—%4)dx=f(x%—&—%x—%x‘l)dx
0 0
2
7

2. Man berechne das Integral f Z—zd,u, wobei ) das von denGeraden x = 2,y = «
Q

und der Hyperbel xy = 1 begrenzte Gebiet ist.
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Q={(x,y) e R?:1 <2 <2,0(z) <y <Y(a)}

aQ =

mit p(z) = 1 und ¢(z) =z

3. Man berechne den Flicheninhalt eines Kreises 2 mit dem Radius R

/\ Q= {(z,y) € R?:
—R<z <R,
w(Q) = [1-du x p(r) <y < Y(a)}
Q

R +R2—2z2 R R
= uQ) = [ [ ldyde = [yY = dv = [ 2V/RZ—2? =
-R_RT=a? -R —R

R
2 [ VR? — 2%dx
“R
Substitution: © = Rsint tel[-%,%] x' = Rcost

(a) Integration ist stetig

(b) z(t) ist stetig diffbar

© 2(-3)=-R (=R

(d) Wertebereich von z(t) ist [-R, R|

[ME]

R 5
—2 [ VR?—22dr =2 [ \/R? — R?sin’tRcostdt = 2R? [ cos®tdt =
“R _ _

[ME]

R2

o

(1 + cos?t)dt = R%(t + su;ﬁ)i — 1R2
2

[SE]

Seien U,V C R"™ beliebige nichtleere offene Teilmengen und ® : U — V ein
Homd&omorphismus

Ein Hom&omorphismus ® : U — V heiBt Diffeomorphismus (genauer C'-Diffeomorphismus),
wenn sowoh| ® als auch die Inverse ®~! beide stetig differenzierbar sind.

Sind ® und ®~! beliebig oft stetig differenzierbar, so heiBt ® C°°—Diffeomorphismus
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Transformationsformel:

Seien Py C R™ offene Teilmengen und & : P — ) ein Diffeomorphismus. Die
numerische Funktion f : Q — R* ist genau dann integrierbar, wenn
(fo®)-|det®’| : T' — R* integrierbar ist und es gilt dann:

S{fdu = !(f o Q)|det ®'|dp | o g,

Gegeben sei eine Transformation z = ®(zi),£ € P.

Einsetzen in f(z) ergibt f(®(£)) definiert auf P. Das Bild von P ist Q = ®(T).

Das 'BildmaB’ du(z) = ‘det gg\ dp(£).

also: sszf(x)du(ﬂﬁ) = Fff(‘I’(ﬁ))ldet Seldu(e)

Satz23

Sei® : U C R™ — R*auf der nichtleeren offenen MengeU injektiv,
stetig diffbar und det ® # 0.Dann ist die Bildmenge ®(U) =V

offen®;; — Vein Diffeomorphismus.

Beweis: = = (®(§)) el rgd®(§) =n
Sei zg = ®(£o) — (o) —20 =0

F(z,£) = (&) —x ist stetig diffbar F'(zg,&p) = 0 und rg%—g(xo,Eo) =rgd' (&) =
n

(Aufldsungssatz)= F(x,£) = 0 |3sst sich lokal nach & auflsen, d.h. es ex. Umge-
bung Wy von xg und stetig diffbare Fkt ¢ : Wy — U, so dass

(¥ (z)) —x =0 gilt, d.h.
(¥ (z)) =z d.h.
U(z) = & (z) auf Wy

=V ist offen und ®~!(z) stetig diffbar (in Umgebung von )
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Beispiel

Man berechne das Flichenintegral [(x + y)du,
Q

wobei Q = {(z,y) € R?:9< 2% +y?> <16,z +y > 0,2 <0} ist.

T =T1Cosp

- Polarkoordinaten: .
y=rsing

/ _ 9(zy) _ [ cose —rsing
¥'(r ) = are) — ( sing rcosp )
cosy —rsing

det® =| ",
sing rcosy

‘ = r(cos? ¢ +sin® ) =r

® ist auf U = (0,a) x (o0, 27) injektiv, stetig diffbar und det ®' # 0
= & ist Diffiomorphismus
) ist nicht offen. Sei 2; = Q\ 9Q das Innere von Q.
0N ist eine Nullmenge.
— [fdu= [ fdu
Q o
Offenbar Q) = {(z,9) € R2: 1 < 2?2+ 42 <16, z+y>0, x<0}
&1 auf Q; einschrinken
) =T ={(r,p):3<r<4,3<p< 37}

(Transformationsformel)=

~

dp(r, ¢

[ Fdp = [ Jdp = ] f(@(r, ) fdet G2

= J )(r cos ¢ + rsin)rdu(r, p) = 72 (cos ¢ + sin p)dpdr

W o
Lo
“‘:: ol
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3

r2(3VI-14+3v2)dr = (VI D)4 = F(Va-1)

NE »‘;"

r2(sin p—cos )|+ dr =

We—
Rl 'S

2 Vektoranalysis
2.1 Grundbegriffe

Sei U C RF eine nichtleere offene Teilmengeund v: U — R", 1 <p<n-—1, eine
stetig differenzierbarer Homdomorphismus ohne singuldre Punkte.

xo ist singuldrer oder kritischer Punkt von v < rgv'(z9) < p. Dann wird die
Bildmenge I = {y(x) : € U} von ~ als einfache glatte p—dim Fliche(Kurz: p—-
dim Flachenstiick) bezeichnet. Die Fkt v : U — T' heiBt reguldre (oder zul3ssige)
Parametrisierung oder Parameterdarstellung von T'.

1

Die Inverse v~ : I' — U heiBt Karte oder lokales Koordinatensystem von T

Ist fir @ € ' 7 1(Q) = (t1,...,tp), so heiBen t1,...,t — p(lokale Koordina-
ten) von @ btgl. der Karte y~!. Anstelle von 1-dim. Flichenstiick sagen wir eher:
einfache glatte Kurve.

Beispiel
1. U C R? offen, f: U — R stetig diffbar.
setzen:

~v:U— R? st (T, 91) = 21
Y2(x1,y2) = 22
v3(21,22) = f(21,72)

1 0
='(v) = gt E}t rgy' () =2
o1 Dus

= 1 definiert eine einfache glatte 2-dim Fliche im R?

2.2 Extremwertbestimmung auf Mannigfaltigkeiten

Es sei M C R™ aine m—dim. Mannigfaligkeit und f : M — R eine reelle Funktion
auf M,

= fiir jeden Punkt von M gibt es eine offene Umgebung U C R", so dass U U M
eine einfache glatte m—dim Fliche ist, d.h. es gibt eine reguldre Parametrisierung

h:WCR™ —-UNM (W offen)
f(h(t—1,...,t,)) ist eine lokale Darstellung vonf in lokalen Koordinaten. f heiBt

stetig differenzierbar, wenn die lokalen Darstellungen von f stetig diffbar sind.
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P — 0 € M istein Kritischer Punkt der Fkt f, wenn es eine lokale Karte A1 :
UNM — W von P, gibt, so dass g~ }(Py) = (a1, ..,a) ein kritischer Punkt der
entsprechenden lokalen Darstellung f(h(t1,...,t —m))ist.

Rt UnM—-W&hW-UNM

Satz2

Wenn eine differenzierbare Fkt fauf der Mannigfaltigkeit Mein Minimum oder

ein Maximum hat, dann nimmt sie diese Werte in einem kritischen Pukt an.

Beweis: Wenn f an einer Stelle der MAnnigfaltigkeit M extremal ist,dann hat
auch die lokale Darstellung von f dort einen relativen Extremwert, also hat die lokale
Darstellungdort einen kritischen Punkt.O

Satz3

Es seifeine auf der offenen Menge A C R" stetig diffbare reelle Fkt
und ¢ : A — RF k < n, stetig diffbar ohne singuliire Nullstellen.
Sei€ € M = {z € A: g(x) =0} ein kritischer Punkt von f auf der durch

g = 0 definierten Mannigfaltigkeit M. Dann ex. reele Zahlen A1, ..., Ak,
k
so dass ein kritischer Punkt der Funktion F' = f — Z Aqg; auf A ist.

i=1

Bemerkung Die Zahlen Aq,..., \; heiBen Lagransche Multiplikatoren

Beweis:
rg g'(§) =k
OBdA rg §ét==tid (¢) =

— ex. Fkt. ¢1,..., 0k i = 0i(Tpt1, ..., Tn) i=1,...,k

ergeben sich aus dem Gleichungssystem: durch Auflésen nach zq,...,xz, lokale
g(z1,...,zn) = 0
ge(x1,...,x,) = 0

Darstellung von f auf der Mannigfaltigkeit in der Umgebung von &:
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f(xk-l—la- .. ,Z‘n) = f(go(xk-i-la cee 7xn)7' . '730k(xk+17' .. 7xn),$k+1, e axn)
¢ Kritischer Punkt von f:

A —g  j=k+1,....n

k
Hz%‘?@i +%:Oﬁjrj2k+l

= 0% oz 0,
also
991 ... 9¢1 | ... 9q 991 ... O9¢1
oxq oxy ox, oxq oxy
r : : : — : :
T om0 0w | ... om T om ... om
ox Oz ox ox Oz
of ... of ... ofF of . of
oxq oy oz, oxq oy
denn die Spalten k + 1,...,n sind linearkombinationen der ersten k—Spalten (mit

dem selben Koeffizienten %) i=1,...,k, j=k+1,...,n

= Die letzte Zeile der ersten Matrix ist eine Liniarkombination der ersten k Zeilen.
d.h. es ex. Zahlen A1, ..., \g, so dass f/(§) = > Nigi(€)
i=1

k
Fiir die Fkt F(z) = f(x) — > A\igi(x) gilt dann:
i=1

k
FI(€) = (&)~ X hgl() =0
= £ ist ein kritischer Punkt von F(z). O

Diese Vorgehensweise heit auch Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren

Beispiel:

1. Gesucht ist das Maximum der Fkt. f : R® — R auf derKugeloberfliche
SE(x0,90,20) = {(2,9,2) € R*: (x —20)* + (y — y0)* + (2 — 20)* = R*}
um den Punkt (o, yo, 20)

2. Gesucht ist das Minimum von f auf der Ebene M = {(z,y,2) € R® :
r4+y—z=1}

Die Mannigfaltigkeiten erscheinen in der Form von Gleichungen, die auch als
Nebenbedingungen bezeichnet werden. Deshalb heift die Aufgabenstellung
auch 'Extremwertbestimmung unter Nebenbedingungen’.
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3. Welche Punkte der Ellips 4224y —4 = 0 haben vom Punkt (2, 0) extremalen
p Yy

Abstand

Abstand zu P extremal g(z,y) = 422 +y* — 4
g : R? — R stetig diffbar
g9’ = (8z,2y)

rg g =1« (z,y) #(0,0)

9(0,0) = —4

— keine singuldre Nullstellen

— g(x,y) = 422 + y*> — 4 = 0 definiert eine 1-dim Mannigfaltigkeit
Betrachten 'Abstandsfunktion’ f(z,y) = (z — 2)% + 2

Bilden: F(x,y,A) = f(z,y) — Ag(z,y)

Kritische Punkte von F’:

9L —2(z—2)—8\z =0

%—5:23472)\3;:0 2y1-N)=0=y=0—A=1

G = 9(z,y) =42® +y° —4=0

e 1LFall: y=0
4 +y? —4=0
422 =4 r—2—-4y=0 A=%2Z=1_-1
r ==l

mogliche Punkte:

(—-1,0) A=

(e

(1,00 A=—

1
4

e 2Fally#0—-A=1

—rx—2—-4dr= 2=3rx=>z=-—

win
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Y=4-3=7
yz:ﬁ:% )

— kritische Punkte (—2, 2+/5) und (-2, —2/5)
Berechnung der Funktionswerte

F(=1,00=9

F(1,0) =1

SRV N

f(-3,-3v5) = ¥

Die Mgfk ist eine Kompakte Menge: f ist stetig.

(Satz von WeierstraB)=- f besitzt Maximum und Minimum.

(Satz2)=  Minimum wird in kritischen Punkt angenommen
Maximum wird in kritischen Punkt angenommen

(Satz3)= Min\Max wir in einem der 4 angegebenen Punkte angenommen.

= Minimum ist 1 und wird in (1,0) angenommen

: r 84 L 2 2 2 2
= Maximum ist & und wird in (—2,2+/5) und (—2,-2\/5) ange-
nommen

2.3 Der Tangentielraum

Sei M C R™ eine m—dim Mannigfaltigkeit. Ein Weg in M ist eine stetige Abl.
: [a,b] — M. Der Weg ist glatt, wenn ~ stetig diffbar ist und ~/(¢) # 0 fiir alle
t € [a,b] gilt.

~'(t) ist der momentane Geschwindigkeitsvektor ||y(t)||

Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢

aus geometr. Sicht:  +/(t)  Tangentenvektor

Tangenteneinheitsvektos von ~(t)

Beispiele:

1. Seien P — 0= (aq,...,a,)und P;(by,...,b,) zwei Punkte im R"™
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Yty =(1—t)-Po+tP, 0<t<1
beschreibt die Verbindungsgeraden von Py nach P;.

v (@#) =P, —P,= (b1 —a,...,b, — an) Geschwindigkeitsvektoren.

2. v(t) = (cost,sint) t € [0,2n] beschreibt die Einheitskreislinie in der Ebene

v (t) = (—sint, cost) Geschwindigkeitsvektor.

Der Weg + ist einfach, wenn ~ injektiv ist. Sei Py € M ein beliebiger Punkt der
Mannigfaltigkeit M. Alle moglichen Tangentenvektoren in Py bei Bewegungen im M
(+ Nullvektor) bilden einen Voktorraum T'p,(M). Tp, (M) heiBt auch Tangential—
oder Tangentenraum von M in Py.

Die Vektoren aus Tp, (M) sind an die Stelle Py gebunden, essind Ortsvektoren.

Sei P € M ein beliebiger Punkt von M. Dann besitzt P eine offene Zusam-
menhdngende Umgebung U C R”™ so dass U N M eine einfache glatte m—dim
Flache ist, d.h. es gibt einereguldre Parameterdarstellung h : W C R™ - UNM
mit h(ay,...,am) =P

Da W offen ist, gibt es eine Kugel um a0(ay,...a,,) mit dem Radius o, die ganz
in W liegt.

Durch ¢F(¢) : h(ay, ..., ai—1,t,@iv1, ... am) (a1, sty .. am) €L
wird dann fiir jedes i = 1,...,m ein einfacher glatter Weg durch P definiert, der
mindestens fiir ¢ € [a; — o, a; + o] existiert.

Die Wege &7 (t), ..., &L (t) heiBen Koordinatenlinien durch P. Die Zusammenfas-
sung fiir alle Punkte aus U N M heiBt 'Koordinatenlinie der Karte h~! (oder der
Parametrisierung h)'.

Betrachten wir eine Bewegung auf der Mannigfaltigkeit, beschrieben durch ¢ (t)
fiir ein 1 <4 < m und messen die Geschwindigkeit bzgl. der Karte h~!.
Die Position von £F(t) zum Zeitpunkt t bzgl. der Karte b= ist :

h=HEP @) = R~ (h(at, ..ty vam)) = (a— 1,00t o am)
d.h. bzgl. der Karte h ! sind alle Koordinaten t; = a; konstant fiir j # i und t; = ¢.

— Geschwindigkeit bzgl. h=!

LR () = (0, .., 1 N))
i—te Stelle

Bzgl. der Karte h™! beschreibt ¢°(t) eine Bewegung in Richtung der i—ten Ko-
ordinatenlinie mit der Konstanten Geschwindigkeit 1.
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Sei y(t) : [a,b] = M v(tp) = P to € (a,b) irgendein glatter Weg auf
M durch P. Lokal um P lasse sich M durch ein Gleichungssystem g(z) = 0 mit
rg ¢ (P)= K =n — m beschreiben.

= g(y(t)) = 0 in einer Umgebung von %

= g'(1(to)) -7 (to) =0

=g'(P) " (to) =0

= ~'(tp) = v ist Lésung des Gleichungssystems ¢’(P) - v = 0. Es zeigt sich, dass
der Tangentenraum Tp(M) genau aus diesn Lésungen besteht.

Satz4

M C R™eine m—dim Mannigfaltigkeit mit P € M. Dann gilt:
(I) Tp(M) hat die Strucktur eines m—dim linearen Raums.

(II) Isth~':UNM — W C R™ eine Karte von MundP € U,
dann bilden die Tangentialvektoren(¢7) ... (£F)
der Koordinatenlinien durch P eine Basis von Tp(M).

(IIT) Seig:U C R" — RF, k=m — n,stetig diffbar ohne
singulére Nullstellen und UNM = {z € U : g(z) = 0}
Dann ist: Tp(M) = {v € R" : ¢'(P) - v =0}

Beispiel: Kreislinie S' des Einheitskreises
g(z,y) = 22 + y> — 1 stetig diffbar

9'(zy) = (22,2y)  rg(g'(z,y)) =1 fiir (z,y) #(0,0)  ¢(0,0) = -1
— g(x,y) hat keine singuldre Nullstellen

— M = {(z,y) € R? : 22 + y® = 1} ist eine 1-dim Mgfk

U U
g’ (%0, %0) ( v ) = (20,2y0) ( v > = 2zou + 2yov

- T($07yo) = {(Uav) € R?: Tou + Yov = 0}

(u,v) € Tiay,ye)y & Tou+yov =0

=)+ ()

61



Sei M C R™ eine m—dim Mannigfaltigkeit. Fiir jede Teilmenge A C M sei T(A) =

U Tp(M) die Menge der Tangentialrdume fiir Punkte aus A. Nun sei U C R"
PEA

offen und A1 : U C M — W C R™ eine Kartevon M. Messen die Geschwindig-
keit ebenfalls mit Hilfe der Karte h~1. Auf diese Weise erhalten wir eine Karte von
T(U N M). Damit wird T(M) eine 2m—dim Mannigfaltigkeit und heit Tangenti-
albiindel von M.

Wir kénnen T'(M) als Teilmenge des R?" auffassen, die lokal durch ein Gleichungs-
system g(z) = 0 definiert wird.

M ={z € R":g(x) =0}
T ={(z,v) € R?>" : g(x) =0Ag'(x) -v=0}
(g Zweimal stetig diffbar)

Eine Abbildung x : M — T(M) mit x(P) € Tp(M) heiBt (tangentiales) Vek-
torfeld auf M.
7a (M) sei die Menge der (diffbaren) Vektorfelder auf M.

Sei h™! : UNM — W C R" eine Karte der Mannigfaltigkeit M. Mit hilfe von
h haben wir die Koordinatenlinien ¢F(¢),..., &2 (¢) durchden Punkt P definiert,
PeUnNM.Fiir 1 <i<m setzen wir:

xi(P) := (&) (an der Stelle P)

Xis - - -y Xm Sind Vektorfelder auf un M.

Dabei zeigt x; in jedemlPunkt in Richtung der i—ten Koordinatenlinie. Anstelle
von x; schreiben wir é)lh_ oder einfach 0;. 0; ist ein Vektorfeld, das an jede Stelle
in die Richtung der i—ten Koordinatenlinie zeigt (bzgl Karte h~1)

O;, .. .,0m heiBt Koordinatenvektorfelder der Karte h=' : UNM — W C R™.

Sei nun x ein bel. Vektorfeld auf M und h™! : UNM — W C R™ eine Karte.
i, ..., 0n Koordinatenvektorfeld bzgl A1

(Satz4) = es ex. Funktionen 1, ..., auf uN M, so dass

m
X= > Tp0k
h=1

3. m=2 QCR? 2-dim glatte Fliche
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Sei: v : @ — § reguldre Parameterdarstellung

x=7(s,t)

y:’YQ(Sat) (Sat)EQCR2
Z =73 S,t)

Setzen:

E=joil]? = (§2)* + (57 + (5)?
) )
G = 10:1> = (55)° + (39)* + (50)°
Oz Ox Oy 01 0z 0z
F =<0,,0; >= s ot T 67?;67:5/ + s 5t
Die Skalare E, F und G heien metrische FundamentalgréBen der Flache:

< 0,05 > < 05,01 >
<8t,6s > <8t,8t >

— |18 A || = VEG — F2

— ds =1]0s A O¢lldp(s, t) = VEG — F2du(s,t)

105 A 0] = = FEG — F?

alternativ: ds = ||0s X O4||du(s,t)
Beispiel:

Q sei die Oberflache einer Kugel mit dem Radius R. GEsucht wird der Oberflachen-
inhalt von €. reguldre Parameterdarstellung von Qbisauf Nullmenge

x=Rcospsind 0<dI<m

y = Rsinpsind 0< ¢ <27
z = Rcos?

Bestimmung der Tangentenvektoren

09 = R cos ¢ cos¥0x + Rsin ¢ cos 90y — Rsin 90z
O0p = —Rsin psin¥0x + R cos p sin 90y

Metrische Fundamentalgréfien

E = ||0y|]* = R?

G =|9,|]* = R?sin*¥
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F=<0y,0,>=0

Skalares Flachenelement (fiir die Kugeloberfliche)

VEG — F2du(9, ) = V R*sin? 9du (¥, )

ds

= RZsinddddy
Oberflache der Kugel

Q:fds:
Q

oy

T 27
[ R?*sinddddp = [ R*(—cos?)|fde = 2R*p|3™ = 4T R?
0 0

2.4 Differentialformen

Sei M C R™ eine m—dim Mgfk. In jedem Punkt P € M haben wir einen Voktor-
raum Tp(M).

Jeder Vektorraum V besitzt einen dualen Vektorraum V*: der Vektorraum der Li-
nearformen auf V.

Damit haben wir in jedem Punkt P € M einen dualen Vektorraum T (M).

T5(M) heiBt Kotangentenraum in P. Fiir A C M sei T*(A) = Jpca TH(M)
TH = Upen TH(M) ist eine 2m~dim Mannigfaltigkeit, die wir Kotangentenbiindel
von M nennen.

Ist M die Mgfk der 'Orte’, so ist T*(M) die Mgfk der ' Orte und Impulse’, d.h.
derPhasenraum.

Eine Abbildung W : M — T*(M) mit W(P) € T5(M) heiBt Kovektorfeld oder
Differentialform auf M.

Sei U C R™ eine offene Umgebung mit P € U und h™1 : UUM — W C R™ eine
Karte, d.h. h(x1,...,2m) (z1,...,2m) € W eine reguldre Parametrisierung von
UUuM.

f sei einereelle Funktion auf M.

(f o h)(x1,...,2m) ist lokale Beschreibung von f in derUmgebung von P bzgl.
der Karte h=! oder i den Koordinaten 1, ..., x,,. Sei Q aus der Umgebung von P

f(Q) = fohoh Q) =(foh)(h™"(Q))

1

Die Ableitung von F bzgl. h=! ist dann (f o h)!

Genauso ist d(f o h) das totale Differential von f bzgl. der Karte h™1!.
Durch A= : U UM — W C R™ bekommen wir m reelle Fkt.:
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a(Q)=Troh ™ (Q) k=1,....maufUNM
lokale Beschreibung von g — k(G) bzgl. h~1:

(gkoh)(z1,...,xm) = M oh™? oh(xa,...,Tm) = kg
1

g1 (Q) ist bzgl. der Karte h=! die k—te Koordinate von Q. Wir schreiben deshalb
einfach z;(Q) anstelle von g (Q).
Wir erhalten m reelle Fkt x1,...,x,, auf U N M, die gerade die die Koordinate
bzgl. h~! ergeben.
Zu diesen Fkt. gehoren die totalen Differentiale dz,...,dx,, auf U N M. NAch
Definition ist dx|P(V')die dnderung von zj in Richtung v € Tp(M), wodurch in
P auf Tp(M) eine linearform definiert wird. Somit sind dx, ..., dz,, Differential-
formen auf U N M und heiBen Koordinatendifferentialformen bzgl. h=!.

Insbesondere: dxi|p(0;) = anderung vonzy in Richtung der i—ten Koordinaten-
linie In jedem Punkt P bilden dz1|p,...,dx,,|p eine Basis von Tp(M)

0 k#i

1 k=1

Wegen der Bezeichnung dzy|,(0;) =

heiBt {dz1,...,dx,,} die zu {d1,...,0n} duale Basis

Sei nun w eine beliebige Differentialform (Kovektorfeld) auf M und b= : UNM —
W C R™ eine Karte. Seien dx1,...,dx,, im jedem Punkt P € U N M eine Basis

von Tk (M) bilden, ldsst sich w in jedem Punkt von UNM aus dxy, ..., dz,, linear
kombinieren, d.h. es ex. Funktionen w1, ...,wg auf UNM, so dass w = 221:1 wrdTy,
gilt.

dxy,...,dz,, erscheinen als 'Basisdifferentialformen’.

Differentialform w ist stetig diffbar, wenn die Komponenten wy,...,w,, alle ste-

tig differenzierbar sind.

Beispiel:

w = 22dr — zdy + x2dz
ist Differentialform im R® (im Kartesischen Koordinatensystem)

Sei f: M — R eine Stetige diffbare Fkt., P € M beliebig und
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h':UNM — W C R™ eine Karte um P. Bzgl. h~! finden wir nun reelle
Funktionen g1,...,9—m, g : UNM — R, so dass

df = > grdzy, gilt.
k=1

df|p(9i) = kE grdz|p(0;) = gi(P)
=1
df|p(0;) ist die anderung von f in Richtung der i—ten Koordinatenlinie, d.h. die
Richtungsableitung in Richtung des Voktorfeldes 0;.
= gi = 0i(t)

Bzgl. des Koordinatensystems h~! hat also df die Dartsellung Sei v : [a,b] — M

& = 3 (0 )dry

1

ein einfacher glatter Weg, d.h. ~(¢) ist stetig diffbar, injektiv ubd ~'(¥) # 0. der
Punkt Py = ~y(a) heiBt Anfangspunkt von « und P; = ~(b) Endpunktvon .

T:{y(t) t € [a,b]}
(@) :y(a+b—1) t € [a, b

—~ ist der zu «y inverse Weg.
Durch Festlegung von Anfanfs— und Endpunkt ergibt sich auf der Kurve T' eine
Orientierung.

Orientierte Kurve i = (T, Py, Py)

vla,b] — T ist nur dann eine regulire Parametrisierung von i, wenn v~ 1(Py) <
~1
7 ()

Dann heiBt [ w das Kurvenintegarl (2.Art) von w iiber i.

7
Sei v : [a,b]) = T, i = (T, Py, P1) eine reguldre Parametrisierung von 3. set-
zen: Sei 9;(P) = Hz/igg\\ fir y(t) = P
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— w(1;) ist eine auf ¢ definierte Fkt.

— () =w (\z 80 I @l = w7 ()]

b b
Jwly' = Jw(@)IlY ()]t = !(ﬂi)ds

Kurvenintegral 1. Art
= Definition ist unabhingig von der Parametrisierung
U C R™ offene Menge, M Mannigfaltigkeit
1 UNnM—-WCR™"ud Il <UNM

w wird dargestellt mit Hilfe der Koordinatendifferentialform dz4,...,dx,, :

w=w1dx1 + ...wndTm,

Tangentenvektor +/(t) ergibt sich:
V() =N+ ()0

Wy (1) = Y. wida; (i 7251@) = f: wi Y Vi di(Ok) = i w;iY;

i=1

Die Differentialform w interessiert uns jetz nun auf der Kurve i. Tp(i) ist 1-dim,
also ist auch T%(¢) 1-dim.

v : (a,b) — I" zuldssige Parametrisierung

“1.UNT — (a,b) Karte

m
w= Y w;dz; beziiglich der Karte h~*
i=1

dzxy,...,dzr,, werden auf dieKurve i eingeschrankt:
(auf 4): doy, = gr(t)dt k =1,...,m (dt Koordinatendifferential bzgl. y~1)
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drk(0r) = gi(t)dt(0) = gk (t)

dy(0r) = Oi(xx) = O (. (1)) = 1.(¢)

— gr(t) = (1) auf i

— dxy, =, (t)dt auf

S w= 3 wdn, —w = (Z wk(v(t))v’(t)> dt

=1 k=1

Bemerkung: Einschrinkung von w auf ¢ mit Parametrisierung v wirdauchmit
Y*w bezeichnet.

Beispiel:

Man berechne [ 22dz — zydy, wobei i die Parabel von (0,0) bis (1,1) ist.

Parameterdarstellung ~(¢) 5 - 0<t<1

= t2
/ 1
Y (t) = of # 0 glatte Kurve

Orientierung von (0,0) (Anfangspunkt) bis (1,1) (Endpunkt)
w = z2dx — xydy in Einschrinkung auf die gegebene Kurve:

dr = dt
dy = 2tdt

1 1
— [2%dx — wydy = [(12 — t220)dt = [(> — 2Y)dt = & — 245 = — L
i 0 0

Seien iy, ...,1; orientierte einfache glatte Kurven mit Endpunkten (i;) = Anfangs-
punkt (4;41) fiir ¢ <1
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Die Zusammenfassung dieser Kurve bezeichnen wir durch i; + ...+ 4; und nennen
sie Summen von iy, ... ,4;. Derartige Summen orientierter Kurven heiBen auch ori-
entierte stiickweise glatte Kurven.

Anfangspunkt von i; ist Anfangspunkt von i1 + ...+ i

Endpunkt von 4; ist Endpunkt von i1 4+ ...+ 4;

Sei ¢ = i1 + ...+ i; eine orientierte stiickweise glatte Kurve und w eine Diffe-
rentialform, die auf ¢ definiert ist. Dann gilt:

l
Jw=> [w | (Additivitit)

i=14

Zu jeder orientierten Kurve 7 gibt es eine entgegengestzt orientierte Kurve —i. Dann
gilt:

Jw=- J “ | (Orientierung)

K2

b a
Riemann—Integral: [ f(z)dx — [ f(z)dx

a b
Sei V ein euklidischer Vektorraum, d.h. in V existiert ein Skalarprodukt <>. Mit
Hilfe von <> hatten wir eine Abbildung b : V' — V* und eine Abb. #V* — V
definiert.
Ist V' endlich dimensional, dann sind b und # Isomorphismen. Die Definitionen von
b und # besagen folgendes:
Sei € V* eine Liniarform und v € V' Vektor. Dann gilt:

#=ve Buv=§&firallerecV §x)=<uv,z>

Sei M C R™ eine m—dim Mgfk und auf jedem Tangentenraum Tp(M) ein Skalar-
produkt gegeben (die Mannigfaltigkeit M heiBt dann Riemannsche Mgfk)

Da wir Tp(M) als Unterraum des R™ ansehen konnen, erhalten wir auf Tp(M)
automatisch ein Skalarprodukt, wenn auf R™ ein Skalarprodukt gegeben ist. Auf
jedem Tangentenraum Tp(M) haben wir dann einen Isomorphismus.

Lp:Tp(M)—THM)
allgemein:

L:T(M) — T*(M)

Damit kénnen wir nun jedem Vektorfeld x ein Kovektorfeld *x (Differentialform)
zuordnen: by (P) := Lpx(P)
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— (b
Wir setzen nun einfach: f X = f X

% i

iibliche schreibweisen: [ < x,ds > oder [ xds
d’s heiBt Vektorielles Bogenelement

Diese Sysmbolik bedeutet: Ist v(t) a < t < b eine zuldssige Parametrisierung
von i, so ist d3 = +/(t)dt.

< X,dS > bzw. x - d¥ wird nun durch < x(v(¢)),~'(t) > dt ersetzt und iiber
[a, b] intigriert.

Sei nun M eine m—dim Mgfk und ¢ eine Differentialform auf M. Eine stetig diffbare
Fkt. f : M — R heiBt Stammfunktion von 6, wenn § = df gilt. Die Differentialform
0 heiBt exakt, wenn sie eine Stammfunktion besitzt.

Sei f eine Stammfunktion von §, d.h. § = df, i eine orientierte einfache glatte
Kurve mit AnfangspunktPy und Endpunkt P;.

Sei v : [a,b] — i eine reguldre Parametrisierung mit y(a) = Py und v(b) = P;.

Jo= fb5(7’(t))dt = fbdt(v’(t))dt

- {5 = [(f(v(t)))’dt = TN = (b)) = F(v(a) = f(P) = f(R)
Hauptsatz

Sei i ein weiterer Weg, der Py und P; verbindet, so gilt
o=

Wir sagen: Die Integration von § ist wegunabhingig oder das Kurvenintegral [ 4§

ist Wegunabhangig.

Satz5

(I) Die Integration exakter Differentialformen auf M ist wegunabhéngig.
(II) Sei M zusammenhéngend und die Integration der Differentialform §

wegunabhéngig, dann ist ¢ exakt.

Ein Weg heiBt geschlossen, wenn Anfangs— und Endpunkt gleich sind. Fiir das In-
tegral {iber eine geschlossene orientierte stiickweise glatte Kurve i in M schreiben
wir auch

f&.
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Satz6

Die Integration einer Differentialform § auf M ist wegunabhingig gdw.

§ 6 = 0 fiir jedegeschlossene orientierte stiickweise glatte Kurve ¢ in M.
i

Beweis: (—) Integration von A nach B (A = B) iiber i ist dasselbe wie fiir
'Kurve' ¢(t) = A. (Dabei ist der Wert natiirlich 0)

(«) Sei iy eine orientierte stiickweise glatte Kurve. Seien Py und P; der Anfangs—
bzw. Endpunkt von i;. Dann ist i3 eine anderebeliebige Kurve von Py nach P;.

§6=0 [ S5=[o+ [s=[6-[5=0

11— 11—l —i2

= [6=[6

Korollar: Ist § exakt, soist §5 =0

?

Beispiel: i sei der Viertelkreisbogen, der (1,0) mit (0, 1) verbindet.

Man berechne [ 2zysz + z?dy
i
— [ 2zydx + z*dy = f(0,1) — f(1,0)

§ = 2xydx + x2dy = df wir sehen, dass § = df mit f(z,y) = 2%y

Eins Vektorfeld x ist ein Gradientenfeld, wenn es eine Fkt f gibt, so dass x = grad f
gilt. Nach Def. des Gradienten ist grad f =# df. b invers zu #.

= X =* df = x =" df = df
X ist ein Gradientenfeld gdw ’y exakt ist. In der Physik wihlt man bei Gradi-
entenfeldern eher eine Funktion —u, d.h. x = —grad u. x heiBt dann Konservatives
Feld oder Potentialfeld. Die Fkt. u heiBt dann Potetial von x. Das Vektorfeld x ist

also konservativ gdw ’y exakt ist.

= Ist das Vektorfeld x Konservativ, dann ist [ xds’ wegunabhingig. Insbesondere
i

ist § xds = 0 fiir jede geschlossene orientierte Stiickweise glatte Kurve i.
i

2.5 Tensorfelder

Sind z1,...,x, verschiedene Variable, dann haben wir diese Zusammengefasst zu
einem Vektor  und fiir Fkt mehrerer Variablen einfach f(x) geschrieben.
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Sei V' = R™ der Vektorraum der m—Tupel. Eine reelle Fkt T'(L1, ..., L) auf V ist
multilinear, wenn sie bzgl. jeder Variablen linear ist.

Multilineare Abb. heiBen auch Tensoren. Die Anzahl der Variablen ist die Stufe des
Tensors.

Beispiel: T(L1,L2) =< L1,Ls >
Skalarprodukte sind Bilinearformen, also 2—stufige Tensoren.

Sei M C R™ eine m—dim Mgfk. In jedem Punkt P € M haben wir eine m—dim
Vektorraum Tp(M), den Tangentenraum. Eine Abb. S auf M, die jedem Punkt
P € Meinen k-stufigen Tensor auf Tp(M) zuordnet heiBt k—stifiges (Kovariantes)
Tensorfeld auf M.

Beispiel: Kovektorfelder (Differentialform) sind —stufige Tensorfelder.

Sei S ein k—stufiges und T ein [-stufiges Tensorfeld, so wird durch
ST (ur, ..., ug,v1,...,0) =S(ur,...,ux) V(vy,...,v)
ein (k + I)—stufiges Tensorfeld definiert. S ® T heiBt Tensorprodukt von S und T.

Sei u € R" offen und h™' : unN M — W C R™ eine KArte von M. Bzgl. der
Karte ! ergeben sich die Koordinatendifferentialformen dz1, . . ., dz,. Aus diesen
—stufigen Tensorfeldern ergeben sich durch Tensorproduktbildung die (Kovarianten)
Tensorfelder dz,, ®...®dx,,, , die wir als Koordinatentensorfelder bezeichen. Bzgl.
der Karte kdnnen die Koordinatentensorfelder als Basen benutzt werden.

Darstellung von Tensorfeldern durch Koordinatentensorfelder

(am Beispiel:)

Sei S ein 3-stufiges (Kovariantes) Tensorfeld auf M und A= : UNM — W C R™
eine Karte (lokales Koordinatensystem). Auf U N M berechnen wir in jedem Punkt:

5(8a; 0p,0y) = Sap.4
und erhalten die Funktion
Sapsy:UNM — R

Dann gilt:

S=3 3 > Saprdre ®@drg @ dxy
a=1p=1~v=1

Darstellung von S durch Koordinatentensorfelder

72



(Physiker schreiben einfach nun (Sus-)).

Das Tensorfeld ist stetig diffbar, wenn seine Komponenten bzgl. der Koordinaten-
tensorfelder stetig diffbar sind.

Ein Tensor T heiBt Symetrisch, wenn sich beim Vertauschen zweier beliebiger Ar-
gumente von T der Wertvon T nicht dndert.

Sei g ein zweistufiges (Kovariantes) (differenzierbares) symetrisches Tensorfeld auf
der Mgfk M. Dann ist durch g auf jedem Tangentenraum Tp (M) eine sysmetrische
Bilinearform gegeben. Anstelle von g(9, b) fiir ¥,b € Tp(M) schreiben wir < ¢,b >
oder < 4,0 >p.

Wenn sich um jeden Punkt P € M lokale Koordinaten h=! : UN M — R™
einfiihren kassen, so dass die Komponenten von gbzgl. der 2—stufigen Koordinaten-
felder die Form

0
(gap) = ]
0
0 0 1

haben, so heiBt g metrisches Tensorfeld oder metrischer Tensor.

Sei g ein metrisches Tensorfeld auf M C und h~! : UN M — R™ ein beliebi-
ges Koordinatensystem. Bzgl. h™! lisst sich ¢ darstellen als:

m
9= Z gaﬁdma & dl‘g
a,B=1

— Jap =< aomaﬁ >
Fiir die Komponenten von g erhalten wir:

< Opy,0py > o+ < 0Ogy, 04, > '
. . metrischer Tensor

(9a.8) = in den Koordinaten h=!

< a"En?axl > e < 8Z7l7a$n >

m
Anstellevon g schreibt man auch ds*> = Y gagdzadrs
a,B=1

Beispiele:

1. M = R3? mit den iiblichen Kartes. Koordinaten z, y, 2 Koordinatenfunktionen
bzw Kartesisches System
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g=dr®dr+dyRdy+dz®dz
oder

ds? = da? + dy? + dz?
g ist ein 2-stufiges kovariantes sym. tensorfeld auf dem R3

g ist der iiliche metrische Tensor in kartes. Koordinaten

Komponenten von: (o) = (1) (1) 8
(in Kartes. Koordinaten) o9/ =
0 01
2. M Konfigurationsraum Q- - -, qm verallgemeinerte Koordinaten

Bilden Tangentialmannigfaltigkeit T'(M)

Verallg. Koordinaten q1,...,Gm,d1,--.,dm (koordinaten fiir die Tangenten-
vektoren)

m
Kinetische Energie: T =1 Y~ m;;(q)dig;
ij=1
Durch Tistin jedem Punkt ¢ eine positive definierte quadratische Form ge-
geben.

=T= % m;;(q)dg; @ dg; definiert auf M ein metrisches Tensorfeld.

1

i3

i

Die 'Masse’ ist bestimmt durch die Funktion m;;(q)

3. UﬂM:{(.’L‘7y’Z) ER?’ZZ‘,y,Z>0}
g=dr®dr+dyR@dy+dz®dz

metrischer Tensor in Kugelkoordinaten:
x =rsindcosy r>0

y = rsindsin @ 0<p< 3

z=rcosV 0<d<3

r = /22 +y2 + 22; 9 = arccos <Z : ¢ = arctan ¥
[224y2+22 )’ T
Or = a0, + b0y + 0,

— dz(0;) = adx(0;) +bdx(0y) +cdx(0,) =a
——— N N —
=1 =0 =0

— dz(0,) = % analog b = % c= %

74



— 9, =920z + Loy + 2202
0y = 220z + S80y + 220~

0, = 8x-+ SLoy + 8262

or __ : oy _ N Oz __

5y = sindcosp 5. = sindsing 5 = cosv
oz __ Oy _ : Oz _ g}
55 = rcosvcosp 55 = rcosUsingp 55 = rsind
dr _ . : dy _ dz _

e rsindsin ¢ 9o = rsinv cos ¢ oo =0

lorlP = <a> ( ) (2)21
ool = (219) (5 ) (gﬂ):
a@) +<§fi) +<;0) — 2 sin 9

loe = (3
< 0,09 >=0 < 0p, 0, >=0 < 09,0, >=0

Komponenten des metrischen Tensors in Kugelkoordinaten:

1 0 0
(gaﬂ) = 0 7“2 0
0 0 rsin??

— g =dr @dr+r2dd @ dd + r?sin® 9dp @ dp
oder auch: ds? = dr? 4 r2d9? 4 r? sin® 9dp?

Ein Tensor heiBt antisymetrisch oder alternierend, wenn bei der Vertauschung je
zweier Argumente sich nur das Vorzeichen dndert:

T(ooyxyeeosCen)==T0. 0y Ceiy Xy - v)

Sei w ein p-stufiges Kovariantes antisymetrisches Tensorfeld auf der m—dim Man-
nigfaltigkeit M C R™. w heiBt auch einfach p-Differentialform oder noch kiirzer
p—Form. Seien o und 7 1-Formen (d.h. Differentialformen, Kovektorfelder) auf M.
Wir bekommen leicht eine 2—Form wie folgt:

ONT =0QT—TQR0o

Das o A 7 antisymetrisch ist, ist trivial.
Es folgt sofort: TAo = —c AT mit: c Ao =0
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Seien x, ¢ bel. Vektorfelder auf M.

—oAT( () =0@7(x,¢) =T 0(x,¢) =a(x) - 7(C) = 7(x) - o (¢)

| otw o<¢>‘
T(x) 7(¢)
Seien 01, ...,0p beliebige 1-Formen und x1, ..., xp Vektorfelder auf M.

(0'1/\.../\0'P)(X13"'7XP):

Ul(Xl) Ul(XP)

UP(-Xl) UP(.XP)

01 N\ ...Aop ist ein alternierendes P—stufiges Kovariantes Tensorfeld, d.h.

o1 N...\Nop ist eine P-Form.

Wir kdnnen A als eine Operation auf antisymetrischen Tensorfeldern ansehen. A
hat die typischen Eigenschaften eines Produktes und heiBt duBeres Produkt oder

Keilprodukt. (allg. def. von A wollen wir iibergehen)

Rechenregeln fiir das duflere Produkt

1. ¢ P-Form und 7 ¢—Form, so ist ¢ A 7 eine (p + ¢)—Form

(oAT)ANw =0 A (T Aw)

(fo)AT =0 A(fT)=f(cAT) f reelle Fkt.

(mtm)ANo=(n1Ao)+ (e Ao)

2
3
4 o AN(n+7m)=(AT)+(c A7) 71, T2 g—Formen
5
6

coAT=(-1)Pir A0 o P-Form, 7 ¢—Form

Sei h~! : UNM — R™ eine Karte und dz1,...,dz,, die zugehdhrige Koordina-
tendifferentialform. Aus diesen gewinnen wir Koordinaten—P—Formen nennen.

Offenbar gilt:

AT, N NdTo, N o NdTo N AT (X155 XP) =

= —dro, N... Ndxo, N... Ndxo; N NdTap(X1s---

Betrachten als Basis p—Form nur die p—Form mit a1 < a2 < ... < o
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Darstellung von p—Formen durch Koordinaten—p—Form

Sei w eine beliebige p—Form auf h™! : U N M eine Karte (lokales Koordinaten-
system). Ox1,...,0x, und Oz1,...,0z,, seien die Koordinatenvektorfelder bzw.
Koordinaten—1-Formen bzgl. h™!. Fiir 1 < a; < ag... < ay, < m sei

wW(0Zays -3 0%qa, = Way...ap
Dann gilt:
w = Z wal...apd'roq VANPAN d.’EQP (E].)
1<ai<az...<ap<m

Darstellung durch Koordinaten p—Formen

Die Funktionen wq, ..o, : U N M — R heiBen Komponenten von w. Die p—Form
w heiBt diffbar, wenn alle Komponenten wy, ..o, (bzgl. jeder Karte) stetig diffbar
sind. Der Triger von w ist der Abschluss der Menge auf der w nicht Null ist (d.h.
nicht der Null-Tensor) ist.

AP (M) Menge der diffbaren p—Formen

Fir p = 1 ergeben sich gerade die Differentialformen. Der Fall p = 0 schlieBt
die diffbaren Funktionen mitein.

Beispiel: M = R* Kartesische Raum—Zeit—Koordinaten z, v, z, t

1-Form R = —FEdt+ Pxdz + Pydy + Pzdz (energy—momentum)
2-Form F = FE,dzxAdt+ EydyANdt+ E.dz A dt+
+B,dy AN dz + Bydz Ndx + B.dxz ANdy (electromegnatic field tensor Faraday)

Fiir den Fall, dass w das Produkt von 1-Formen ist,ergibt sich aus der allgemeinen
Darstellung:

O1y...,0p 1-Formenundw =01 A... Aoy

Bzgl. A1 gelten:

m

U—i:Zqijdxj Z:].,,p
j=1
— 0 —i(0x;) = 1i;
somit:

01(8xa1 e Ul(ax%
Wayay = 01N ... Nop(0Za,, -+, 0T0,) =

0p(02a, -+ 0p(024,
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q1a1 e qlap

dpay e Qpap

also:

Q1o e qlap

o1N...Nop = > : : dxo, N...Ndze, | (E2)
1<ar<...<ap<m ’ ’
dpay " Qpap

Darstellung eines Produktes von 1-Formen

Beispiele: M = R?
l.o=dr+3dy—dt 7=dx—dz

(a) Man stele o A T bzgl. der Koordinaten—2—-Form dar!

Darstellung der 1-Form:
dr dy dz

c (1 3 -1

)/ \1 0 -1
Komponenten von o A T:

13 |1 -1 13 -1
w12 = 1 0 w13 = 1 -1 W23 = 0 —1

=0AT=—-3dx Ndy —3dy \Ndz

(b) Welche Werte o A 7 fiir die Vektorfelder x1 = 59, + 9, — 20, und
X2 = 0y — Oy + 30,7
Wenn o A7 und die Vektorfelder in den Koordinaten einer Karte gegeben
sind, dann rechnet man wie folgt:

(0)(13—1) ‘;’_11 _(10 —5)
T 10 -1 13 7 -2

2. 0 =2ydx —dy + 2xydz T =dx — ydy + r%dz

(a) Man stelle o A 7 durch Basis—2—Form dar!
o\ [ 2y -1 2xy
)\ 1 —y a2
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Komponenten:

2y 2zy
1 22

2

2y :1 ’ ouy

w12:‘ 1

=2y +1 w13=’ ‘ZQW‘

= -2+ 2y

-1 2zy
—y 2

w23‘

= o AT = (1-2y%)dx Ady + (2yx? — 22y)dx Adz + 22y — 22)dy Ndz

(b) Welchen Wert o AT fiir x1 = 20, —ydy + 0, und x1 = 0y + 20y — 90,7

o 2y —1 2y E 915 [ Ay+y+2zy 2y—1-—2xy?
T 1 —y 22 1y Y T\ 2492+ 2 1—ay—2%y
onry=| ) o) | _| Sy+2ey  2y—1-2uy’|
T(x1) T(x2) 24+y* 2% 1-ay—a’y

=2z +y + 2zy + 23 — 222y — 23 — Tay? + 22yt

Falls oq,. .., 0, exakt sind (auf UNM), so existieren Funktionen z1,. .., z,, so dass
o1 =dz,...,0p = dz, gilt.
In diesem Fall gilt:

0i(0x;) = dz;(0x;) = 02,y —1,...,p j=1,...,m

Einsetzen in die Darstellungsformel ergibt:

(Verallgemeinert von dr = %dm +...+ aifn dxm)

Az,
le/\.../\de: Z 8(:13(511,.7..,;2)17) deal/\.../\deap (E3)
1< <...<ap<m

Darstellung von Produkten exakter 1-Formen

Fir den Fall, dass y1,...,yn ebenfalls ein System lokaler Koordinatenbildet und
y = ®(x) ein Diffeomorphismus ist, vereinfacht sich (E3) zu:
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dyy N ... ANdy,, = - Um) dry A ... ANdzp, (E4)

(X1, Tm)

oder auch

dyr Ao Ady =| @ |day AL A day,

Tarnsformation bei Substitution

(Wir kdnnen diese Formel als Verallgemeinerung von dy = y'dx ansehen)
Sein =3

w 2-Form (Wirbelfeld)

Kartesische Koordinaten

w=UdyANdz+VdzANdx+ Wdzx Ady

) orientierte Fliche (2-dim Mgfk.) Parametrisierung von Q

x = x(s,t) y = y(s,t) z = z(s,t) (s,t) € Q [w= [Udy Ndz+
) )
Vdz Ndx +Wdz A dy

_ Iy, 2) 9(2, ) d(z,y)
Q{U‘ms,t) o R
u v W
0Os (Determinante)
ot

Beispiel: Gegeben sei ein Ebenstiick 2 mitder Parametrisierung
=35 0<s<l1
y=t 1<t
z=1—-—s5—1
und eine 2-Form w = 4zzdx A dy — 3y?zdz A dx
Man berechne: [ w!
Q

Losung:
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dz N dy = |54 ds/\dt—‘ 0y ‘ds/\dt—ds/\dt
dende = |22 as ndt=| 71 T ds ndt = ds ndt
zNdx = |55 | ds =1 1 o |4 =ds
=>w = dxzdrAdy—3y*zdz Adx
= 4s(1 —s—t)dsAdt —3t*(1 —s —t)ds N dt
= (4s(1—s—1t)—3t*(1 —s—t))ds Adt
:>/w = /(45—452—4st—3t2+35t2+t3)ds/\dt
Q Q

11
= //(43 —45% — 4st — 3t% + 3st® + t3)ds A dt =
00

Sei M = R? und z,y, z kartesische Koordinaten
x=U0,+Vo,+Wa, Vektorfeld

X ldsst sich eine 2—-Form w, zuordnen:

wy (L1, Lo) =< X, L1 X Lo >

= gfzwx Fluss von x durch Q

[ <x,d7 >= [w,
Q Q

Wy (03, 0y) =W
wy(0,0;) =V
i (0,0.) =U

wy =UdyNdz+VdzNdex +Wdzx ANdy
do =vektorielles Oberflichenelement
da ist Programm:

Sei 7(s,t) : Q C R — ) eine zulBsige Parametrisierung.
Dann berechnet sich d & zu 05 x O; dsdt
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0o 0y 0.

Oy x 0 =| % 2 & ‘auz) o, +‘a<z 2, +’6u,y) 0.
Ot Ot O

schlieBlich:

f<x,d?> f<x,8 X O > dsdt = [lIx A s A O¢||dp
du(st)

Ist M C R" eine n—dim Mgfk. = M ist offen.
M C R™ offen = M ist n—dim Mgfk.

i i Bei Teilmengen einer Mgfk. wollen wir grundsétzlich die
topologischen Begriffe bzgl. der Topologie der Mgfk. verstehen

Generell nehemen wir an, dass der Rand etwas 'Inneres’ gegen etwas 'AuBeres’
abgrenzt. Sei Q C M M m~dim Mgfk. eine nichtleere offene Menge (der Mgfk.)

"Gegenbeispiel’ @

und P € 99 ein beliebiger Randpunkt von €2 (wieder bzgl. der Topologie der Mgfk
M.) Sei U C R™ eine offene Menge und A1 UNM — R™ eine Karte von M,
P € UN M mit folgenden Eigenschaften:

“UNM)=(a,b)x D D C R™ ! offen
“HUNQ) = {(z1,...,2m) € R™ : (22,...,2,) € Dya < x1 < p(T2,...,Tm)}

Wobei ¢ : D — (a,b) eine auf D stetige Fkt. ist. g~ ! heiBt auch stetige Randkarte
von  um P

Ein RAndpunkt P heiBt regulir, wenn es eine Randkarte h=! um P mit stetig diff-
barer Fkt ¢ gibt (glatte Randkarte).
Fiir einen reguldren Punkt P gibt es immer eine Karte

1. UnM — R™ mit ¢ =0, d.h.

Y UNQ) ={(21,...,2m) € R™: (29,...,2) € D,a <z <0}

h_l(UﬁQ) 1 =0
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Eine nichtleere offene Mengef) C M hat einen glatte Rand, wenn alle Punkte
des Randes 02 regular sind.

Beispiel: Kreise, Kugeln haben glatte Rander 0,..,£2 Menge der reguldren Rand-
punkte von €2

Satz7

Sei M eine m—dim Mgfk und Q C eine nichtleere oggene Teilmenge.
Falls Opeg§ # 0, s0 ist Opegf) eine m — 1-dim Mgfk.

Beweis: Wir nehmen einfach die glatten Randkarten.
Die nichtregularen Randpunkte heiBen singulr.
Osing§ = O\ Oreg€2 ist die Menge der sing. RAndpunkte.

Q C M hat einen Stiickweisen glatten Rand, wennsich die Menge der singuldren
Randpunkte vernachldssigen lasst.

(unprazise Beschreibung: Ist Og,4€2 enthalten in abzihlbar vielen Mgfk. kleiner
Dimension (als 0y.¢4£2))

Bemerkung: Hat eine Menge einen stiickweise glatten Rand, so schreiben wir
einfach 02 anstelle von 0,.4€2 und sprechen von derRandmannigfaltigkeit.

Rand: Kanten einschlieBlich der Ecken

Beispiel: Rechteck Randmannigfaltigkeite: Kanten ohne Ecken

Ist M eine orientierte Mgfk, so besitzt jede offene Teilmenge @ C M eine Ka-
nonisch gegebene Orientierung.
Die Randmannigfaltigkeit 0Q(= 0y¢4€2) wird nun wie folgt orientiert:

Sei h! : UNM — R™ eine positiv orientierte Karte von M und Randkarte
von 2, P € 09}

(Ozy5s- -, 0y, ) positive Orientierung in Tp (M)
0z, zeigt nach 'auBen’

= (Ozy1,--.,0z,) ist positiv orientiert in T,(99Q). Bzgl. h=! wird 9Q in einer
Umgebung von P durch z; = Obeschrieben. {0,,,...,0;,,} ist Basis Tp(0N2). Die
Orientierung von Tp(952) legen wir dadurch fest, dass wir die Basis (0y,,....9, ) als
posituv orientiert unsehen. Die so festgelegt Orientierung von 92 bezeichnen wir
als Kanoische Orientierung von 0f) oder als die durch €2 induzierte Orientierung.

Dabei ist 0;, an jeder Stelle von OS2 ein nach auBen gerichteter Vektor.
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Beispiel: M = R? eulidische Ebene, z,y JAKartes. Koordinaten. Bei iiblicher
Orientierung ist (9, 0,) positiv orientiert.

Q C M = R? ein Kreis
h~! Polarkoordinaten
(0, Op)positiv orientiert

{0¢} Basis fiir die Tangentenvektoren der Peripherie
Kanoische Orientierung heifit: (Oyp) ist positiv orientiert

Orientierung kann somit auch durch Zeichen wie (OO angegeben werden. Beliebige
endliche Mengen von Punkten werden als 0—dim Mgfk. angegeben.
Orientierung: jeder Punkt bekommt ein + oder ein —

Beispiel: Sei C C R? eine orientierte Kurve mit den Endpunkten A und B

ac = {A, B}

/ Orientierung in  B(induziert durch C):+

A (induziert durch C):—
orientierter Rand 0C = +B — A
Sei M C R" eine m—dim Mannigfaltigkeit

Satz8

Es gibt genau eine Mgfk, jeder p—Form w auf M (1 < p < m) eine

(p + 1)-Form dw zuzuordenen, so dass die Differentiationsregeln gelten.

dw heiBtduBere oder Cartanische Ableitung der Differentialform w.

Differentationsregeln

1. Fiir jede differenzierbare Fkt f ist df das iibliche (totale) Deifferential
2. Linearitdt

dlc+71)=do+dr o,7 p-Form
dc-o)=c-do ceR

3. Produktregel

o p—-Form

— —1)p
dloANT)=do AT+ (=1)Po Adr + g-Form
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4. Komplexeigenschaft

d?=d-d=0

5. lokaker Operator

dwlyy = dwl|yn,) U C R™ offen

Bzgl. einer Karte h™! : UN M — R™ der Mgfk M in den Koordinaten 1, ...

hat w eine Darstellung:

W= > Way.ap N dToy A ... ANdxs,  (wegen E1)

1<ai<...<ap<m

Dann gilt fiir die Cartan—Ableitung

1< <...<ap<m

dw = > dwa,...a, NdTa, N ... ANdg,

Beispiele: R? =z,v,z Kartesische Koordinaten M C R3 offen

1. f: M — R diffbare Fkt
duBeres Differential= totales Differential df

fla,y,2) = 2%y + 2°
df = 2zydx + x2dy + 32%dz
2. Sei o eine 1-Form auf M.
o = adz + vdy + wdz (in kartesischen Koordinaten)

do = dulNdr+dvANdy+dwAdz

ou ou ou
= (é)xdx + C,Tydy + 8zdz) Adx +

( Ov Ov @

+

—dx + —d
Ox x+8y y+8z

ow ow ow
(%dx + ?ydy + 8Zalz) Adz

= @dy/\dx—k du
dy

e nds+ Py ndz
or y

dz) Ady +

_|_

dz/\dx—k@dx/\dy—k

oy 0z dz O
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3. Sei w eine 2-Form auf M. w =Udy AN dz + Vdz A dx + Wdx A dy

dv = dUANdyANdz+dV ANdz ANdx+dW Ndx A dy

= 8—Udac—i—andy-ﬁ-anolz ANdyNdz+ ...
Or dy 0z

ou oV ow
= —drxANdyANdz+ —dyANdz Ndx + ——dz ANdx N\ dy
ox dy 0z

(6‘U ov. oW

— 4+ ——+— |dz AdyAd
8x+8y+8z) vAay N dz

Satz von Stokes

Sei eine  —dim orientierte Mannigfaltigkeit, 2 C M einenichtllere offene Teilmenge
mit stiickweuse glatten Rand, Q2 kompakt und w einediffbare (p — 1)-Form. Dann
gilt (bei kanonisch orientiertem Rand 0f2)

Jdw= [w
Q 50

Beweis: Abraham, Mareden & Ratin: Manfields, Tensor Analysis & Applications,
Springer 1988 (S.489)

(Ganz sicher gilt der Satz fiir ¢> Mannigfaltigkeiten mit glattem Rand und be-
liebig oft diffbar mit Kompakten Support)

Spezialfille
1. M=R' Q=(a,b) Ow = {a,b} kanosche Orintierung:
F Fkt (0-Form) F' = dF = fdz

Hauptsatz der Diff.— und Integralrechnung

b b
ff(z)dx:de: f F=F(@)— F(a)
a a 00Q={b,—a}

2.6 b, #,d und *

Sei M C R™ eine m—dim Mgfk. Ein metrisches Tensorfeld g auf M erzeugt eine
zusitzliche Strucktur auf M (Riemannsche Mgfk.). g definiert auf jedem Tangen-
tenraum T,(M) eine Skalarprodukt. Wir schreiben einfache < x, £ anstelle von

9(x, £).
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Bemerkung: Als Verallgemeinerung kann man auch Skalarprodukte betrachten,
die nicht positiv definiert sind.

Da M C R™, ergibt das iibliche Skalarprodukt in R™ ein metrisches Tensorfeld
auf M. (Falls nichts genaues vereinbart wurde, dann erhalten wir genau dieses me-
trische Tensorfeld.)

Mit Hilfe des Skalarproduktes eine Abb. des Vektorraums in den durch Vektorraum.
Auf diese Weise hatten wir jedem Vektorfeld y auf M ein Kovektorfeld (1-Form)®y
zugeordnet. Ist P € Mund ¥ € Tp(M), so gilt an der Stelle P: *x(7') =< x, v >
Ist also £ ein Vektorfeld auf M, so ist *x(£) =< x, L >

b kann als Abb. zwischen Tensorfeldern aufgefasst werden:

b: Ay(M) — \'(M) (be' flat’)

Die Abbildung b isteindeutig.Die inverse Abb. wird mit # bezeichnet:
#: N (M) — A\{(M) (scharp’,'Kreutz')

# ordnet jeder Differentialform o ein Vektorfeld 4 =# ¢ zu, so dass fiir alle
Vektorfelder £ gilt:

o(L) =<# o,L >
Beispiel: M Konfigurationsraum

Das metrische Tensorfeld sei die kinetische Energie bei gegebener Massenvertei-
lung.

= b ordnet jedem Geschwindigkeitsfeld ein Impulsfeld zu und # umgekehrt jedem
Impulsfeld ein Geschwindigkeitsfeld.

Rechenregeln: 1, xo Vektorfelder, f skalares Feld auf M
L b(x1 + x2) = b(x1) + b(x2)
2. b(fx1) = fb(xa)

Und analog fiir 1-Formen o1, 09

3. #(01 + 02) = #(01) + #(02)
4. #(for) = f#(o1)

Das Skalarprodukt zwischen 1-Formen wird geradeso gemacht, dass b und
# isometrisch sind,d.h.:

5. < #o1,FH#09 >=< 01,09 >

6. < bxi,bxe2 >=< x1,X2 >

Dann sind nun siamtliche Tangenten— und Kotangentenrdume euklidisch.
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Die Abb. b und # lassen sich unmittelbarauf mehrstufige Tensorfelder ausdehnen.
Seien x1,...,Xp Vektorfelder. Dann ist x1 A ... A xp ein p—Vektorfeld. Setzen:
b(x1 A . Axp) = (bxi) A...A(bxp) p—Form

Durch eine Fortsetzung (in jedem Punkt) erhalten wir:

bi A\, (M) — AP(M)

Die inverse Abb. ist entsprechend

#: N'(M) — N\, (M)

Bemerkung: Eigentlich miisste man die Abb. b und # mit zusatzlichen Indizes
versehen. (Das Weglassen wird kaum zu MiBverstandnissen fiihren)

Wie bestimmen wir b und #7?

Seien x1,...,2,, Koordinaten bzgl. einer (posiiven orientierten) Karte h=1 : U N
M — R™.
Bzgl. dieser Karte die Koordinaten des metrischen Tensors bestimmen:
< 0Opy, 05y > o+ < 0gy,04, >
(gap) =
< Op, 0z > -+ <O, 0z >

— b(aay) = Zgijdajj 1= 1,...,m
j=1

Sei (g*#) die zu (gap) inverse Matrix (ex. immer), dann ergibt sich fiir die Umkehr-
abb.:

#dr; = Y gij0x; 1=1,....,m
=1

Jj=

Folglich:
<dzi,dxi > = < #dx;, #dx) >
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Einsteinsche Summenkonvention:

Jeder Index, der sowohl obenals auch unten vorkommt, ist ein Summationsindex.
=< dx;, dxy, >= g9 gklg; g g1 = 6} (Einheitsmatrix)
= gkl§i = g* = g'* (Symetrisch)

=><dz,,drg >= g*? a,B=1,....m

Beispiel: 9Jxq,...,0z,, Ortonormalsystem
1 0 -0
0o 1 .
(9ap)=1| = = =& (9°) = (gap) = €
. .. .. O
0 0 1

— b(0x;) = dx;  F#dx; = Ox;

In jedem Punkt Py € M(m~dim) der Mannigfaltigkeit haben wir die Vektorrdume
Tp, (M) und T (M), d.h. die Vektoren und Kovektoren bilden jeweils einen m~—
dim Vektorraum. Genauso bilden aber auch in jedem Punkt Py € M alle p—stufigen
Kovarianten bzw. Kontravarianten Tensoren jeweils einen mP—dim Vektorraum.

Von diesen bilden jeweilsdie antisymetrischen einen ( ZL ) —dimUnterraum.

Das Skalraprodukt von Tp, (M) und T (M) ldsst sich nun auf diese Unterraume
der p—Vektoren bzw p—Formen ausweiten, so dass diese Vektorraume euklidisch
sind. Seien ?1, .. .717;,1/1_/1),...,1/1—/; € T,, (M) Tangentialvektorenin Py. Dann sind
‘7{/\.../\‘7;, und I/I_/l)/\.../\V[_/;p—Vektoren

Das Skalarproduktwird wie folgt festgelegt:

<KW > - <V, W,>

= =

<VIN AV, WA AW, >=

= — — —
<VW> - <V, W,>

Gramsche Determinate

Durch lineare Fortsetzung wird so ein Skalarprodukt zwischen beliebigen p—Vektoren
definiert.

Mit dem Skalarprodukt ist automatisch eine entsprechende Norm gegeben.

M C R™ m—dim Mgfk mit metrischen Tensorfeld < >

0t1,...,0x,, seien die Kordinatenvektorfelderbzgl. einer Karte h=! : UNM — R™.

Dann:
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< 0ry,0xr1 > -+ < 0wy, 0xy, > Determinate
[[0z1 A ..o A Ozp|)? = : : der Komponenten

< 0T, 011 > - < OTun, 0Ty > des metrischen Tensors

= |0z1 Ao A 0T = \/][gas]]

Ein m~—stufiges antisymetrisches Tensorfeld auf einer orientierten m—dim Mgfk M
heiBt Kanoisches Volumen, wenn es an jeder Stelle P € M fiir jede positiv orien-
tierte Orthonormalbasis in T},(M) den Wert 1 hat.

Die Kanonische Volumenform wird mit dV (oder falls nétig dV;,, bezeichnet. (Eine
irrefiihrende Bezeichnung, die nicht das Differential von V ist!)

Satz9:

Ist M eine orientierte Mgfk mit einem metrischen Tensorfeld,

so existiert auf M die kanonische Volumenform

Beweis: Definieren eine m—Form w wie folgt:
T1,..., T, seienKoordinaten bzgl. der (pos. orientierten) Karte =1 : UNM — R™

w = +/l|gapdr1 A dzy, (gap metr. Tensor bzgl. h~1

Seien &1, ..., &, die Koordinaten brgl. einer anderen (pos. orientierten) Karte A1 :
UNM — R™ und x = ®(£) die entsprechende Koordinatentransformation.

= dri A Adzy, = |®|dE AL N dE,
(E4+E5)
Oey N o N O, = |®|0y, Ao N Oy,,

(Gap) Komponenten des metrischen Tensors bzgl h~!
w=/||gaglldz1 A ... ANdTy = ||0x1 A ... AOTy||dz AL LA dEgy,
=|0z1 Ao AOx|| - | R|dEL A L ANdE = (|06 A ANOER]| - dEL A L AN dE,

= VlGaplldér A .. A dém

=- Die Definition von w hadngt nicht von den gewahlten Koordinaten ab. Seien
Y1, ...,V eine beliebige Orthonormalbasis von T'p, (M)
Wahlen Koordinaten y1,...,y, mit dy; =¢9; i=1,...,min Py

= (1, s Om) = [|0y1 Ao AOYm||dyr A oo A dym (D1, - .., Om)
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<Oy1,0y1 > -+ < Oy1,0ym > <t,91 > - <Y, 0, >
|0y1 A . AOYml|* = : : - : :
<OYm, Oy1 > -+ < O, Oym > | ™ | <P, %1 > -+ <O, >

Stelle
Po
=1

dy1(0y1) -+ dyi1(Oym)
dyl/\...Adym(ﬁl,...,ﬂnL) 1dy1/\/\dym(ay17,aym) = : : =

dym(Oy1) -+ dYym(Oym)
1

:>w(191,...,19m) =1
= w ist tatsdchlich die Volumenform dV

Sei M eine orientierte m—dim Mgfk mit einem metrischen Tensorfeld <, >. Dann
ex. auch die Volumenform dV'.

Sei 01,...,0p 1-Form auf M.

= 01 A...\op ist p~Form und #o1,...,#0, Vektorfelder. Setzen:
o1 AN Nop) = (#H01, o FHOp, XTs - - Xm—p) (M — p)—Form
Durch limeare Fortsetzung ergibt sich:

*: NP(M) — N P(M) Sternoperator (Hodge-Operator)

Fiir jede p—Form w ist *w die duale Ergdnzung von w.

Eigenschaften des x—Operators

o, T seien p—Formen, ¢ € ¢> (M)

Dann gilt:
1. *(o1) =0 +*T

2. *(po) = ¢*o

3. * Yo = (=1)P(m=Plg

>

oN*T=<oAT>dV

Bemerkung: Eigenschaft (3) formulieren wir auch als xx = (—1)P(m—»)
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Spezialfall M = R?
ok — (_1)p(3*p) =1

U, f Funktionen, x Vektorfeld

Gradient  grad f := (¥d)f
Divergenz  divy := (xd x b)x
Rotation  rot := (#xdb)x

Laplace AU := (xdx d)U

Skalarprodukt < x, L =* (bx A* bL)
Kreutzprodukt x x L =4 xb(x A L)

M = R3 z,y, zkartesische Koordinaten mit iiblicher Metrik

(Standartfall) metrischer Tensor:

< 03,0y > < 03,0y > < 0,0, >
(gap) =| <0y,0: > <0y,0,> <0y,0.> | =
< 0,0, > <0,,0y> <0,,0, >

o O

Bestimmung von b und #

b(0y) = dx #dr = 0,
b(Oy)=dy = F#dy=209,
b(0,) =dz #dz =0,

Volumenform
AV = /||gasl|ldz Ady Ndz = dx A dy A dz

+—Bilder
0—Form:

1=dV =dx ANdy Ndz
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1-Form:

*dr = dV (*dz, x, L) = dv Ady A dz(0s, x, L) =

*dr =dy Ndz
*dy =dz N\ dx
*dz = dx N dy

2—Form:

ok
= *(dyAdz)=dz
*(dz ANdx) = dy

*(de Ndy) =dz

3—Form:

*deANdyNndz)=* *1=1
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