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1 Turingmaschinen

=» Literatur: [Ko6bler, Kapitel 3.2] und [Wegener, Kapitel 2.1]

Definition (k-Band-Turingmaschine, k-TM):
M = (Z,%,T,0,q0, E) ist eine k-Band- Turingmaschine, oder kurz ,k-TM*, wenn

o 7/ eine endliche Zustandsmenge,
e O ¢ Y ein endliches Eingabealphabet,

e I' DX U{DO} ein endliches Arbeitsalphabet,

§:ZxTF - <Z xT'* x{R, L, N}k) eine Uberfiihrungsfunktion,
e gy € Z der Startzustand und
o £ C Z die Menge der Endzustdnde ist.

M ist deterministisch oder k-DTM wenn zusdtzlich gilt:
Vz € Zya € TF : |6(2,a)] < 1, d.h. die Maschine zu keiner Zeit aus mehreren
——

card
Folgezustinden wdhlen kann.

Beispiel 1:
(g,a1,...,ax) = (¢',al,...,a}, D1,...,Dy), d.h.
(¢',al,...,a},D1,...,Dy) € §q,a1,...,a;) mit zB. D; = L und Dy = R.

1.1 Konfigurationen

Definition (Konfiguration):

Eine Konfiguration wird durch (q,u1,v1,. .., ur,vr) € Z x (I'* x TT)* beschrieben.
Dabei kann u; € T* auch das leere Wort e sein, wobei v; € I'T stets ein Zeichen sein
MUSS.




1 Turingmaschinen

Definition (Startkonfiguration):

Die Startkonfiguration ist K, = (qo,&,x,e,0,...,¢,0), wobei x € ¥* die Eingabe
ist. Der Kopf des ersten Bandes steht auf der Eingabe x, die anderen Kopfe auf dem
leeren Band (O).

Definition (Folgekonfiguration):

(g, ur,a1v1, ... ug, agv) = (¢, uy, vy, ... up,vy). Dabei beschreibt wy die Bandbe-
schriftung links vom Kopf, a1 das Zeichen unter dem Kopf i und vy die Bandbe-
schriftung rechts vom Kopf.

(g,a1,...,ax) = (¢',d},...,a},D1,...,Dy) und

o ul = w;, v} = alv;, falls D; = N (keine Kopfbewegung)

o u; = wal, v =wv;, falls D; = R (Kopfbewegung nach rechts)

17 71

o ul =ul, v, =bav;, falls D; = L (Kopfbewegung nach links)
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(u; = ullb;, d.h. b; ist das letzte Zeichen von u;)

Definition (akzeptierende Konfiguration):
KF* K’ falls K = Ky und 313K4,...,K;: K1+ ... - K; - K', d.h. die Konfigura-
tion K’ wird durch endlich viele (1) Zwischenkonfigurationen erreicht.

Definition (akzeptierte Sprache):

M akzeptiert x € ¥*, falls von der Startkonfiguration K, aus eine akzeptierte
Konfiguration, d.h. eine mit Endzustand erreicht ist: AK : K, F* K mit K € E X
(T* x TH)*. Diese akzeptierte Sprache wird mit L(M) = {x € X* | M akzeptiert x}
bezeichnet.

Definition (Berechenbarkeit, rekursive Funktionen):

Sei M = (Z,%,1,0,q0, E) eine k-DTM. [ : ¥* — I'* wird von M berechnet:
fl@) =y & Ky F* (ge,uiv1, ..., up_10-1,y,0), q¢ € E. O.B.d.A. gibt es keine
Nachfolgekonfiguration fir q. € E. f ist (Turing-) berechenbar. Ist f auferdem
total, nennt man f rekursiv.

1.2 Entscheidbarkeit, Semi-Entscheidbarkeit




1.2 Entscheidbarkeit, Semi-Entscheidbarkeit

Definition (entscheidbar, semi-entscheidbar, rekursiv aufzihlbar):
Sei L C X* eine Sprache. Dann gilt:

1, fallsze L
0, fallsx¢ L

e L ist entscheidbar = x(z) = { ist berechenbar.

1, fallsxeL
1, fallsxz ¢ L

o L ist semi-entscheidbar :& () = { st berechenbar.
(T heifst ,nicht definiert®)

o L ist rekursiv aufzihlbar < L =0 oder 3f : T'* — X* (Turing-) berechen-
bar.

L=W(f)={f(z) |z eI} = f(I")
f heifst Aufzdhlung und hat L als Bildbereich.

e REC :={A| A entscheidbar}
o RE :={A| A rekursiv aufzihlbar}

o A entscheidbar = A semi-entscheidbar

Beispiel 2 (entscheidbare und semi-entscheidbare Sprachen):
Gegeben sind folgende Sprachen:

1. Ly = {x | z ist giiltige arithmetische Gleichung} C {0,...,9,+,—, -, :,=}*
2. Ly = {z | = ist zusammenhéngender Graph z.B. Baum)}

3. L3 = {z | x ist syntaktisch korrektes C-Programm} C ASCII*

4. Ly = {z | z ist C-Programm, das immer terminiert}

Die Sprachen L, Lo und L3 sind entscheidbar, L, semi-entscheidbar. Also L1 € REC,
Lo € REC, Ly € REC und Ly € RE.

Satz 1.1 (Aquivalenzen):
Sei A C ¥* eine Sprache. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) A ist semi-entscheidbar

(ii

)

) A=L(M), M ist k&-TM
(iii) A M), M ist 1-TM

)

(iv) A ist rekursiv aufzéhlbar



1 Turingmaschinen
(v) A=L(M), M ist k-DTM

(vi) A= L(M), M ist 1-DTM

Beweis (von Satz 1.1):

(i) = (ii):
M berechnet x4 = L(M)=A
(i) = (iii):
M k-TM mit M = (Z,%,T,8,q0,E), L(M) = A

1. Konstruiere I-TM M’ = (Z'U Z, X, 1", ¢, qo, E)

a |b|c
T . Ja|b]|e
d| é| f
d|le | f
1

Abbildung 1.1: Illustration: Ubergang 2-DTM in 1-DTM mit 2 Spuren

Dazu ist das neue Alphabet entsprechend ein Vektor.

2. Dann lduft M’ nach rechts iiber das Band und merkt sich im Zustand
auf welchen Zeichen die Kopfe stehen: aq, ..., ax (endlich viele).

3. M’ wihlt eine Anweisung aus dy/(q, aq, ..., ax).

4. M’ lauft wieder nach links und realisiert die Anweisungen (Zeichen mit
Hut austauschen, Hut auf jeweiliges Nachbarzeichen bzw. kein Verschie-
ben des Hutes).

5. M’ geht in den neuen Zustand der Anweisung (€ Z).

Es gilt: L(M') = L(M), da die Konfiguration, in denen der Kopf ganz links
steht, einer Konfigurationsfolge von M entspricht.

(iii) = (iv):

Sei M = (Z,%,T,0,q0, F) mit L(M) = A gegeben.

a, falls y = Ko g#K## . ##K,
fly) =

Tg, sonst

10



1.2 Entscheidbarkeit, Semi-Entscheidbarkeit

wobel K; = z#uftv mit z € Z;u,v € T* und K, FM K; M . FM K, mit
K; e ExT* xI'™. O.B.d.A sei aulerdem zg € A.

Die Konfigurationen von M werden mit den Trennzeichen # kodiert.

[ (DUZU{#})* — £, A = W(f), f ist berechenbar und gibt alle Eingaben
x aus, die M akzeptiert. Wenn z ¢ I'*, so ist z auch nicht Bild von f.

(iv) = (v):

Gegeben sei f, berechenbar mit W(f) = A, f:T* — X*
— 3 k-DTM, die f berechnet
— 3 konstruiere (k + 1)-DTM, die A akzeptiert:

1. zdhle auf Band 2 I'*, z.B. in lexikografischer Reihenfolge, auf
2. simuliere M auf Band 2...k+1
3. vergleiche Ausgabe von M mit x

e Gleichheit — akzeptiere, Ende
e Ungleichheit — néchstes Wort aus I'™*

(v) = (vi):
siche Beweis (ii) = (iii)
(vi) = (i):

Die 1-DTM schreibt im urspriinglichen Endzustand noch eine 1 aufs Band
(als Ergebnis fiir x7,) und terminiert erst dann.

Beispiel 3 (anhand einer 2-DTM):

Gegeben sei eine 2-DTM M; = ({q0,¢1,91},{0,1},{0,1,0},0, g0, {qm}) mit folgender
Uberfithrungsfunktion ¢:

5 | 0,0 \ 0,0 \ 1,0

q | gy, 0,0, NN | (1,0,1,R, R 0

q1 @ @ qo,l,D,R,N
qu 0 0 0

11




1 Turingmaschinen

Dabei bedeutet in der ersten Zeile ,,0, 0% eine 0 unter dem oberen Kopf und eine leere
Zelle unter dem unteren Kopf.

Aus der Eingabe z = 0101 ergibt sich die Startkonfiguration K, = (qo,¢,0101,¢,0), die
wie folgt in den Endzustand ¢y € E iiberfithrt wird:

K, = (qo,£,0101,¢,0) + (q1,0,101,1,0)
F (qo,01,01,1,0)
F (q1,010,1,11,0)
F (qo,0101,0,11,0)
F (qg,0101,0,11,0)

= Die Eingabe = 0101 wird offensichtlich von M; akzeptiert: x € L(M).

Behauptung:
L(M;) ={(01)" | n € N}

Beweis:
Seix=x1...2Tp,.

e 11 = 1: keine Folgekonfiguration fiir K, = x wird nicht akzeptiert
e m =0 (leeres Band): M; akzeptiert
e 11 =0: My geht in ¢; (und schreibt 1 auf 2. Band)

— x9 # 1 = M; akzeptiert nicht.

— x9 = 1 = M geht in qp, und K,...;,,, wobei z3 - - -z, die restliche Eingabe
ist (Kopf auf 2. Band wieder auf O)

Induktion nach m: M; akzeptiert < z3...x, = (Ol)mT_2

m
2

= x = (01)

Beispiel 4 (Addierer):
Sei M = ({z0, 21, 22, 2z¢ },{0, 1, },{0,1,0},0, qo, { ze }) eine Turingmaschine mit der Uberfiithrungs-
funktion

s o | 1 | O

20 | 20,0, R | z0,1,R | 21,0, L
z1 | z20,1,L | 21,0,L | z¢,1, N
2o | 29,0,L | 29,1, L | 2., 0, R

12



1.2 Entscheidbarkeit, Semi-Entscheidbarkeit

Bei der Maschine M handelt es sich um einen Addierer, der zur binir kodierten Eingabe
eine 1 addiert.

Satz 1.2 (Sprache, Komplement der Sprache):
A entscheidbar < A, A = ¥*\ A semi-entscheidbar

Beweis (von Satz 1.2):
Es gilt, beide Richtungen der Aquivalenz zu zeigen:

1. = Klar: Wenn A entscheidbar ist, ist auch $*\ A entscheidbar (x 5(z) = 1—xa(z))-
Da alle entscheidbaren Sprachen auch semi-entscheidbar sind, sind auch A und A
semi-entscheidbar.

2. < Seien f1 : X% — X" : W(f1) = Aund fp: ¥* — ¥* : W(f2) = A Funktionen.

a) zéhle ¥* z.B. in lexikografischer Reihenfolge auf

b) berechne fi(y) und fa(y)
o falls z = fi(y) = x € W(f1) - x € A= Ausgabe 1 und Stopp
o falls z = fo(y) = x € W(fz) — x € A= Ausgabe 0 und Stopp

c) sonst nichstes y

Die berechnende Funktion ist total, da W (f1) UW(fy) = X*. 0

13




2 Entscheidbarkeit

2.1 Kodierung von Turingmaschinen und universelle TM
(UTM)

Sei M eine Turingmaschine mit M = (Z,%,1',6, 20, F) mit Z = {zo,...,2m}, £ = {zm}
und I' = {ap = O,ay,...,q}

e Kodierung iiber {0,1, #}

Objekt ‘ kodiert als

1e€N bin(z)

anw := z;a; — z,a;, D | code(anw) = bin(i)#bin(j)#bin(k)#bin(l)#bin(D)
0 : {anwy,...,anw, } code(d) = code(anwy)#+# . .. ##code(anw,,)

ganze TM M bin(l)###bin(m)###code(d)

Wobei bin(i) Bindrdarstellung der Zahl ¢, und D die moglichen Kopfbewegungen
mit D € {1,2,3} = {L, N, R} bedeuten. Zusammen mit der Zustandstabelle und
den einzelnen Anweisungen wird insbesondere die Anzahl [ der Zeichen im Alpha-
bet, sowie die Anzahl der Zustinde m kodiert.

e Kodierung iiber {0,1}

Es wird das Alphabet {0, 1, #} neu kodiert:

Zeichen ‘ kodiert als

0 00
1 01
4 10

14



2.2 Halteproblem

Definition:
Sei M, wie folgt definiert:

M, = M,  falls w = wys
My, sonst

Dabei ist w die Godelnummer (bindr, siehe oben) einer Turingmaschine und M
eine beliebige aber feste Turingmaschine ist.

Satz (universelle TM):

Es existiert eine DTM M*, die die universelle Turingmaschine (UTM), die M,, fiir gege-
benes w, auch M, bei Eingabe z fiir zusitzlich gegebenes x (gegeben als w#x) simulieren
kann.

2.2 Halteproblem

Definition (Halteproblem):
Das Halteproblem H ist die Sprache

H = {w#zx | My, ist 1-DTM, M, (z) #7; w,z € {0,1}*}

Dabei ist x eine bindr kodierte Eingabe und w eine bindr kodierte Gédelzahl einer 1-
DTM. My (x) #7“ bedeutet, dass die Turingmaschine M,, die Fingabe x akzeptiert,
also terminiert.

Satz 2.1:
Die Sprache H ist semi-entscheidbar.

Beweis (von Satz 2.1):
Angabe einer Turingmaschine U’ die H akzeptiert. Dabei sei U’ eine k-DTM mit k > 3
Béndern:

Band | Beschriftung ‘ Kodierung
1 Eingabe wHx
2 Zustand aktuell von M, bin(z), entspricht z;

3 Bandinschrift aktuell von M, | bin(i;)#...#bin(i.), entspricht a;, ... a;,

Der Kopf zeigt auf das 1. Zeichen des Buchstabens, auf dem der Kopf von M, steht.

15




2 Entscheidbarkeit

e Initialisierung
— Priife, ob Eingabe w#x und M,, 1-DTM ist.
Falls nicht:  (Maschine stoppt nicht).
— Schreibe 0 = bin(0) auf Band 2.
— Schreibe z auf Band 3 und bewege Kopf auf 1. Zeichen.

e Schleife
— Priife, ob auf Band 2 bin(m) steht (z,, € E). Falls ja: Endzustand.

— Sonst finde Anweisung w, die auf Zustand (von M,,) und aktuelles Zeichen
passt. Falls keine vorhanden: , (daher Problem semi-entscheidbar)

— Fiihre Anweisung aus.

Die UTM U sei die 1-Band-Version von U’. Es gilt:

U’ akzeptiert < M, bei Eingabe 2 den Endzustand erreicht
& My(x) #1 (an Stelle z definiert)

& wHr e H
O
Definition (spezielles Halteproblem):
Das spezielle Halteproblem ist die Sprache
K ={we {0, 1}* | My 1-DTM, My, (w) #T1}
d.h. M,, stoppt bei der eigenen Kodierung w.
Satz 2.2:
K ¢ REC
Beweis (von Satz 2.2, indirekt):
These: dM : M 1-DTM, die xx berechnet.
Modifiziere M, sodass M bei Ausgabe 1 stattdessen endlos nach rechts lauft ().
Sei M' diese modifizierte Maschine.
wy € K & M(U)M/) =1
= M’(ZUM/) =1
< wyp ¢ K (Widerspruch!)
O

16



2.2 Halteproblem

Satz:
Seien f : {0,1}* — {0, 1} Funktionen. Es gibt nur eine abzéhlbare Anzahl von berechen-
baren Funktionen (da es nur abzéhlbar viele Turingmaschinen gibt, die f berechnen).

= Es gibt viele nicht berechenbare Funktionen

=» Literatur: [Kobler, Kapitel 4 und 4.1]

Definition (Reduzierung):
Seien A C ¥* und B CT™* Sprachen. A reduzierbar auf B (A < B), wenn

f ¥ >T":2€ A& f(r)eB
Dabei sei die Reduktion f berechenbar und total.
Notation: 8 C B (X*) (unter < abgeschlossen), d.h.
BeRA<B=AcR

co-R={A|Ac R}

Beispiel 5 (Reduktion):
K < H, dann w — w#w ist berechenbar.

Satz 2.3:
RE und REC sind unter < abgeschlossen.

Beweis (von Satz 2.3):
Annahme: A < B mit Reduktion f.

reAs f(v)=Bexp(f(r)=x(f(r)=1
4
xa(@) = xa(z) =1
— xAa=xBof — xa berechenbar, falls yp es ist
B e REC=AecREC
XA=XxBof — xa berechenbar, falls yp es ist
BeRE=AeRE

Korollar:
K e RE  (aus Satz 2.1)

H ¢ REC (aus Satz 2.2)
K ¢ RE  (aus Satz 1.2 und 2.2)

Auflerdem gilt: RE N co-RE = REC

17




2 Entscheidbarkeit

PB(E) Eq
[}
RE co-RE
<
/ [ ] H / Y [ ] ﬁ N\
. K / REC W K

Abbildung 2.1: Sprachen und Sprachklassen

Fiir Beweise beziiglich Fq siehe | Ubungsaufgabe 12

2.3 weitere Unentscheidbarkeit durch Reduktion von H

Beispiel 6 (Halteproblem bei leerem Band):
Sei Hy = {w | M,, 1-DTM, M, (¢) # 1} das Halteproblem bei leerem Band.

Zu zeigen: H < Hy via
w’ falls y = w#x, x beliebig
Joryr—
wo ¢ Hy sonst

Dabei sei M, eine Modifikation von M,,, sodass M, erst priift, ob das Band leer ist,
dann x schreibt und anschlieend wie M,, weiterarbeitet. Es gilt: fj ist berechenbar.

= Mw’(g) = Mw(x)

W =foly) € Ho & My(e) £1
&S wHEr=yeH
— folyy e Hy = ye H O
Beispiel 7:
Sei Hyy = {w | M,, 1-DTM, M,, hélt fiir alle Eingaben}
Zu zeigen: H < Hyj via
/

f w falls y = w#x, x beliebig
N | —
all = ¥ wan ¢ Hay  sonst

18



2.4 Satz von Rice

Dabei sei M, eine Modifikation von M,,, sodass M, die Eingabe zunéchst 16scht (bzw.
sie durch z ersetzt) und anschlieend wie M,, weiterarbeitet. Es gilt: fa) ist berechenbar.

w = fa(y) € Hu & My(z)#1 VzeX*

& My(r) #1
& y=wHre H

2.4 Satz von Rice

Satz 2.4 (Satz von Rice):
Sei ) £ F ¢ PREK = {f | f berechenbar, partiell }

Dann ist K(F) = {w | My(-) € F} ¢ REC.

Dabei beschreibt K(F) die Menge aller Turingmaschinen, deren berechnete Funktion
(bezeichnet durch M, (-)) in F liegt.

Beispiel 8 (fiir Satz von Rice — Fj):
Sei Fy = {f € PREK | f(¢) # 1} die Menge der Funktionen, die fiir die leere Eingabe
definiert sind.

= K(Fy) = {w | My 1-DTM,M,(c) # 1} ¢ REC

Beispiel 9 (fiir Satz von Rice — Fyp):
Sei Fan = {f € PREK | f(z2) # 1 Vz € ¥*} die Menge der Funktionen, die stets
definiert sind.

= K(fall) - {w ‘ Mw(z) #1 Vze E*} §é REC

Bemerkung;:
Kein Beispiel fiir den Satz von Rice ist allerdings die Menge aller (Turing-) berechenbaren
Funktionen: F* = {f | 3w : M, (-) = f} = PREK, da K(F*) € REC.

Beweis (von Satz 2.4):
Definition: Sei 1 (z) =1 Vo € £*.

Bemerkung;:
O.B.d.A. sei T () ¢ F. Wire 1 (-) € F, wiirde fiir diesen Beweis F mit F = {f €

PREK | f ¢ F} betrachtet, denn es gilt: K(F) = K(F). Diese Menge ist nicht trivial,

denn wenn F trivial wiire, wiire auch JF trivial. Auflerdem gilt K (F) € REC < K(F) €
REC.

Sei I € {0,1}* : My(-) € F. Idee zur Reduktion H < K(F):

19




2 Entscheidbarkeit

w : My()=1(), falls w#z ¢ H

f ke {w’ : My (-) = M;(-), sonst

Dazu: u € {0,1}* Kodierung der UTM
Gegeben: w#x. Konstruiere w’ mit folgendem Ablauf von M,

1. M, auf Eingabe w#x simuliert (dabei Eingabe unberiihrt)

2. Falls Endzustand (von M,,) erreicht: M; auf der Eingabe simulieren.

Es gilt: w’ ist berechenbar (aus w#x)

whr € H = My() = M)
wH#r ¢ H = My()=1() ¢ K(F)

w, Y = wHzT

— Reduktion formal: frice: y —
wo ¢ K(F), sonst

2.5 Post’sches Korrespondenzproblem

=» Literatur: [Kobler, Kapitel 4.2] und [Wegener, Kapitel 2.8]

Definition (Post’sches Korrespondenzproblem):

Gegeben: < T Tk > Jede Spalte z.B. 1 Regel.
Y1 Y2 Yk hn
Gesucht: iy,...,0n @ TiyTiy -+ Ti,, = YiYiy *** Yiy,

Diese Problem nennt sich Post’sches Korrespondenzproblem oder kurz PKP.

Falls gefordert wird, dass iy = 1 handelt es sich um das modifizierte PKP oder
kurz MPKP. Es hat gegentiber dem PKP eine eingeschrinkte Ldsungsmenge.

Beispiel 10 (PKP/MPKP):

1 011 10 o011
1 10 011 A
( 101 00 11 ) hat die Losung 1,3,2,3: 101 11 00 11

1 3 2 3
Die Lésung ist auch MKPK, da i; = 1.
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2.5 Post’sches Korrespondenzproblem

Satz 2.5:
H < MPKP

Satz 2.6:
MPKP < PKP

Korollar:
PKP und MPKP ¢ REC (wegen Transitivitét)

Beweis (von Satz 2.5):
Idee: H = L(U) mit U ist UTM U = (Z,%,T, 5, qo, E) mit © = {0,1,#}, $ ¢ I.

Konstruiere aus w#z MPKP-Instanz, die Lésung hat < U erreicht bei Eingabe w#z
Endzustand, d.h. w#z € H

Dazu gibt es fiinf Klassen von Regeln:

1. Startregel

rT = $
g = $Kw#z$

Dabei ist K eine Konfiguration der Form K = (u,q,v) = uqv mit u,v Strings, ¢
Zustand. K4 ist hierbei der Startkonfiguration.

Das Alphabet fiir MPKP ist ' U Z U {$}. Dabeiist Z #T, $€ Z,$ ¢ T.

Die Anwendung dieser Regel (als erstes) erzwingt die Losung in der Form:

SK o SK1$ ... SKSLS .. $L 1, 89

Dabei ist K; der akzeptierende Endzustand und L; Regeln, die den Vorsprung in
der unteren Zeile aufholen.

2. Kopierregeln (Va € T oder a = $)

T = a
y = a

Es gibt |I'| + 1 Kopierregeln (eine fiir jedes Zeichen im Alphabet I'), sowie eine fiir
$.

3. Uberfiihrungsregeln (Va,d’,b € I',Yq,q € Z)

a) Keine Kopfbewegung: ¢ : (¢,a) — (¢/,a’, N) (von U)

y ~ q/a/ uI].d7 fa,HSCL:D: r = Q;$/
Yy = qa y = ¢a'$
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2 Entscheidbarkeit

d.

b) Kopfbewegung nach rechts: § : (¢,a) — (¢’,d’, R):

xr = qa x = q¢3
= |:|:
y = dq und, falls a y = dq$
¢) Kopfbewegung nach links: § : (¢,a) — (¢’,d’, L):
?j i Z?;a, und, falls ¢ = O:
x = $qa . x = bg$
y = $¢0d (linker Rand), bzw. y = ba'$ (rechter Rand)

Dabei bedeuten die Fille a = O ein Erweitern des Universums der TM bei Errei-
chen des Bandrandes.

Nun gibt es folgende Situation:

Konfiguration Nachfo}:gekonf.
Es gibt 3 - |Z| Uberfithrungsregeln (fiir jeden Zustand drei Regeln fiir die Kopfbe-
wegungen L, R, N).

Loschregeln (Va € I',Vq € E)

T = aq | 41T = qa
y = 4q y = 4q

Danach bleibt nur noch der Vorsprung: ¢$, wobei ¢ € E.
Es gibt 2 - I'| - | E| Loschregeln (je 2 fiir Endzustand und Alphabetzeichen).

Abschlussregeln (Vg € E)
$3$

r = (q
y = $§

Nun ist der Vorsprung aufgeholt.

Es gibt eine Abschlussregel.

Mit diesen Regelklassen kann nun der eigentliche Beweis gefiihrt werden. Dabei wird
nach folgendem Prinzip vorgegangen:

1.

2.
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Startregel. Dadurch hat y-Folge eine Konfiguration Vorsprung.

Kopier-/Uberfiihrungsregeln schreiben jeweils eine Konfiguration in die 2-Folge
und deren Nachfolgekonfiguration in die y-Folge.

. Loschregeln. Wenn Endzustand erreicht ist, schrumpft der Vorsprung der y-Folge

jeweils um ein Zeichen.



2.5 Post’sches Korrespondenzproblem

4. Abschlussregel. Der letzte Vorsprung (Endzustand und $$) wird aufgeholt. — fertig

MPKP hat eine Losung, wenn ein Endzustand erreicht wird, ansonsten ist w ¢ MPKP
Beweis (Richtung =)

zu zeigen: w#z € H = Jiy, ..., 0 1 @y, -+ xi, = Y4y -+ Yi,, sowie i1 = 1 (wegen MPKP).

Aus w#z € H folgt: 3Ky,..., K; : Kyu, Fuy - by Ki, wobei Ky € B x I'™ x I'™ und
K4 die Startkonfiguration ist.

o ;=1
r(=xzy) =89
y(=vi) =8Kuy.$ =Squ#z$
Annahme: §(qo, w1) = (¢,d’, R) (dabei ist R nur ein Beispiel)

e iy Uberfithrungsregel
r=xyTi, = 3$qw;
Y=yl = Sqw#z$dq

® i3, ..., Uywus|+2 Kopierregeln, die letzte ist g

T = SKw#z$
y= S$Kyy:$d'qwy---wy, #23

=K
K7 ist nun iiberfiihrt /verarbeitet.

® Gjy#z|43,- - Lr: Kopier- und Uberfiihrungsregeln
v = $K,u.8K18. . $K, 18
y= $Kyuu5K$.. 8K 15K:$
T ab hier: kopieren/léschen /kopieren...
K, ist akzeptierende Konfiguration mit Endzustand.

Durch das Erreichen der Endkonfiguration K; kénnen nun die Kopier- und die
Loschregeln angewendet werden:

e $Kt71$Kt$ e $qe a$qe$$
s $Kt—1$Kt$Kt (*1 Zeichen) cee $qe a$qe$$
Im oberen Beispiel wurde bereits die Abschlussregel angewandt, die an das Ende

733

der Folgen g

anhingt.

Nur die Linge von w#z unterscheidet das beschriebene Verfahren. Die Regeln (bis auf
die Anfangsregel) hingen jedoch nur von der UTM U ab, sind also konstant.

Beweis (Richtung <)

Angenommen, i1, ...,%; ist Losung fiir die MPKP-Instanz.
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2 Entscheidbarkeit

L4 il =1
Ty = $
Yi, = Kw#ZS
e Angenommen ii,...,% :  YiYiy - -

- Yi, = Tip Ty - -

Dabei ist K = uqv (¢ ¢ FE) eine Konfiguration, die an die z-Folge gehangen werden
muss, um die Lange der y-Folge zu haben. K ist also der Vorsprung der y-Folge.

Dann miissen ig41, ..., Kopier- und Uberfiithrungsregeln sein, da die Losch- und

Abschlussregeln einen Endzustand voraussetzen.
.,x;, K'$ (nach Wahl der Uberfiithrungsre-

Dies geschieht, bis y;,,. ..
geln K iy K.

yYir = Tigs - -

Daher ist von K, keine akzeptierende Konfiguration erreichbar.

— Instanz hat keine Losung.

Beweis (von Satz 2.6):
Zu zeigen: MPKP < PKP

Annahme: § ¢ 3

T x T T
Esgilt:< ! ’“>eMPKP<:><<_1 pi
yro oo Yk N

T

TR ) € PKP.

Die letzte Regel hat die Zahl k + 2, die vorletzte die Zahl k + 1.

—
W wiSws$. .. w,$
Esgilt:w =w;...w, = { W SwiSw$...%w,

nach den Zeichen steht ein $
vor den Zeichen steht ein $

W $wiSws$...%w,$ vor und nach den Zeichen steht ein $

e Richtung =

MPKP-Losung i1 . ..14; ergibt PKP-Losung: 1,40 +1,...,1; + 1,k + 2

e Richtung <

PKP-Losung iy .. .14 ergibt MPKP-Losung:

— i1 = 1, weil keine andere Regel mit dem gleichen Zeichen oben und unten (%)

beginnt

— d9,...,4 > 1, weil z immer ein $ Vorsprung hat. Deshalb auch i, = k + 1, da

dies die einzige Regel ist, einen $ aufzuholen.

— 1,i9,...,4_1 MPKP-Losung nach Definition von -, = und
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3 Grammatiken

=» Literatur: [Kobler, Kapitel 1.6]

Definition (Grammatik):
Fine Grammatik ist ein 4-Tupel der Art G = (V,%, P, S), wobei

o V eine endliche Menge (Variablen)
e X ein Alphabet (Terminale)
e P Produktionen

e S ¢V Startvariable

P C (ZUV)T x (XUV)* sind Paare von Satzformen, wobei die linke durch die rechte
ersetzt werden kann.

Notation:
(u1v1), (u1v2), . .., (ugvg) € P schreiben wir als u =g v1,..., v, bzw. u = vy, ... v

Beispiel 11 (regulire Ausdriicke):
Sei ¥ ein Alphabet. RegExpy, = {R}, X U{(,), |, *,0,e}, P, R) mit
P: R—0,e
R—a,aeXx
R — (R)*,(R|R),RR

Definition (Ableitung):
Seien u,v Satzformen.

o u=gv <& dn,y,y, 2z Satzformen mit u = xyz, v=ay'z, y —c Y

° u:>k ’U<:>E|’LL1 PV | Satzformen: U =g U =g U2 =g ... >Gq Ug—1 =>Gg v
G ) )

Ableitung der Linge k
° u:>*Gv<:>E|k:u:>’év

Man schreibt =, =F und =*, falls G klar ist.
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3 Grammatiken

Beispiel 12 (Ableitung):
Sei G = RegExpyq 1y

R= (R)* = (RR)* = (0R)* = (01)* € (X U{(,), |,*,0,e})*

Definition (erzeugte Sprache):
L(G) ={z € X} | Sg =¢ =}

Beispiel 13 (Sprache der reguliren Ausdriicke):
Sei L C (XU{(,), |,*,0,e})* die Sprache der reguléren Ausdriicke, die wie folgt induktiv
definiert ist:

1. Xu{d,e} CL

2. z,y € L= (x)", (z|ly),zy € L

Behauptung:
L = L(RegExpy;), d.h. L ist die Sprache, die durch die Grammatik RegExpsy, erzeugt
wird.

Beweis:
Richtung C

Voraussetzung: © € L
Zu zeigen: x € L(RegExpy)

Induktion nach Wortldnge n = |z|:

Induktionsanfang n = 1:
— Fall1. R —¢,0,a (a € X)
Induktionsschritt

Induktionsvoraussetzung: n > 1:Vy,z € L, |y|, |z| <n

Induktionsbehauptung: R =* y, R =* 2
Induktionsbeweis: n > 1: Fall 2:

2a: ¢ = (y)*
2b: x = (y|2)
2c: x =yz

e 2a: R= (R)" =" (y)*
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e 2a: R = (R|R)* =" (y|R) =" (y|2)
e 2a: R= RR="yR="yz

Richtung C

Voraussetzung: x € L(RegExpy;), d.h.
R=>a1=>a=>...2a, 1=

Zu zeigen: x € L
Induktion nach n:

Induktionsanfang n = 1:
xe{befuUrCL

Induktionsschritt

Induktionsvoraussetzung: Linge der Ableitung < n = x € L

Induktionsbeweis: n > 1: aq € {(R)*, (R|R), RR}), da sonst keine
weiteren Ableitungsschritte mehr moglich sind.

Jeder weitere Ableitungsschritt entspricht einer Produktion, die
eines der R’s ableitet. Reihenfolge sei 0.B.d.A. so, dass immer das
am weitesten links stehende Nichtterminal als néchstes abgeleitet
wird. (Dies ist moglich, weil n — v — u = R) Man spricht dann
von Linksableitung.

a;=(R)*:x=(v)",R=""tv

— Induktionsvoraussetzung: v € L — x € L

a1 = (R|R): wegen Linksableitung: 3k : o, = (y|R) mit k <n

— R=F1y R=""F2 wobei z = (y|2)

— Induktionsvoraussetzung: y € L,z € L — (y|z) =x € L
Analoges Vorgehen fiir a7 = RR

Beispiel 14 (Links- und Rechtsableitung):
Rechtsableitung: R = RR = Ri = hi

Linksableitung: R == RR = hR = hi

Es gibt eine Analogie zwischen Maschinen und Grammatiken: Grammatiken erzeugen
Worter, wihrend Maschinen Worter akzeptieren oder nicht.
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3 Grammatiken

Definition (Grammatik-Typen):
Sei G = (V,X, P, S) eine Grammatik.

e G und L(G) heiflen vom Typ 0, da hier den Regeln keinerlei Einschrinkungen
auferlegt sind.

o Fallsu — v € P = |u|l < |v|, dann heiffen G und L(G) vom Typ 1 oder
kontextsensitiv. Es sind also nur verlingernder oder lingenerhaltende Pro-
duktionen erlaubt.

e fallsu — v e P = wueV,dann heiffen G und L(G) vom Typ 2 oder kontext-
frei. Die Variable u, die alleine auf der linken Seite steht, kann unabhdngig
thres Auftretens stets durch v ersetzt werden.

o fullsu - v e P=ue€VuveXV oderv eX oder v=c¢, dann heiflen
G und L(G) vom Typ 3 oder reguldr. Wenn |v| > 2, dann besteht v aus
mindestens einem Zeichen aus 3, gefolgt von hdchstens einem Zeichen aus V.
Rechts stehen also entweder nur Terminalzeichen oder Terminalzeichen gefolgt
von einer Variablen.

e-Sonderregel fiir Typ 1:

auch erlaubt: v — v : |u| < |v| oder u = S, v = €, aber dann S niemals in der
rechten Seite enthalten. Bei Typ 2 und Typ 3-Grammatiken ist das leere Wort e
jedoch erlaubt.

Bemerkung;:
Typ 2 ist auch Typ 1:

o fallsu — xAz, A— ¢, dann u — xAz,zz

e falls S — ¢, y — xSz, dann neues Startsymbol S’ mit S’ — &, S

Dazu beachte man insbesondere Satz 5.2 in Kapitel 5 iiber kontextfreie Sprachen.

Definition (Sprachklassen):
RE ={L| L vom Typ 0}
CSL=A{L|L vom Typ 1}
CFL={L|L vom Typ 2}
REG ={L | L vom Typ 3}

Es gilt: REG CCFL CCSL CRE
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3.1 Typ O und Typ 1

Typ 0

Abbildung 3.1: Chomsky-Hierarchie

3.1 TypOund Typ 1

Definition (linear beschrinkter Automat, LBA):
Sei X ein Alphabet, ¥’ :=X U{a|a € X}, T DX U{O}.

Die 1-TM M mit M = (Z,%',T,0,q0, E) heifit linear beschrinkter Automat
oder LBA & der Platzbedarf jeder Rechnung bei Eingabe x1xs . .. x,_1Z, hdchstens
n ist. Dabei darf M nichi-deterministisch sein.

T =2x1...Tp1Ty € L(M) & 3 akzeptierte Rechnung. Dabei ist L(M) € ¥*, d.h.
ohne Hut.

Beispiel 15 (LBA):
Sei My ein LBA mit ¥ = {a,b,c}, E = {qu}, T = ¥'U{A, B, C, 0} und der Uberfithrungs-

funktion

1) a b c O A B C ¢
P | 1AR quON

@1 | qaR | ¢2BR @ BR

92 bR | q3CL ©CR | ¢4CL
q3 | gsal | q3bL @AR | ¢3BL | ¢3CL

q4 quAN | @uBL | 4CL

qH

goaabbeé B Aqrabbee B Aagibbec  AaBgobee - AaBbgocé H AaBgsbC'é B AaqsBbCé -
AgzaBbCé¢ F q3AaBbCé F AqoaBbCé - AAqBbCé F AABg1bCé - AABBgCé
AABBCqy¢ + AABBq,CC+ AABqBCC+ AAqBBCCF AqguABBCC F AqguABBCC
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3 Grammatiken
also a?b%c? € L(M). Es gilt: L(M) = {a™b"c" | n € N}

Satz 3.1 (Zusammenhinge TM /LBA und Sprachen):
sei L eine Sprache

1. L vom Typ0 & L € RE

2. L vom Typ 1 < 3M LBA : L = L(M)

Beweis (von Satz 3.1 (2.)):
Beweis von 2., Richtung =

Sei G = (V,%, P,S) Typ 1-Grammatik. Daraus LBA M, die wie folgt arbei-
tet:

Auswahl einer Produktion o — [ € P (nicht deterministisch)

Auswahl eines Vorkommens von [ auf Band (nicht deterministisch)
ersetze Vorkommen [ durch « (linksbiindig)

nicht benotigter Platz (|3|—|a| Zellen) durch Verschieben von ¢ anhéngen

ist Bandinschrift = S (Startsymbol mit Hut)

Ol W =

e ja: akzeptieren

e nein: weiter bei 1.

Es gilt: 1 ...2, € L(M) < 3n o;8;7:6; (0 <i<mn):
Y0B000 = X1 ... &, (Startkonfiguration), o; — 3; € P Vi
Yit1Bi+18i11 = Yiibi, O andy = S

& S=ta.. o, e xe L(G)

Beweis von 2., Richtung <

L = L(M), M ist LBA mit M = (Z,%',T, 4, qo, E).

Daraus erstelle G = (V, X, P, S) Typ 1-Grammatik.

Dabei V. = {S, 4, (¢,a),((q,¢),a) | a,b € X,¢,d € T',q € Z} und P mit
folgenden Regeln:

1. Startregeln
S — A(&, CL), ((QOa &)’ CL)
A— A(a7 a)7 ((QO7 a)v a’)
S —e¢, fallse € L(M)
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3.1 Typ O und Typ 1

(a € ¥, qo Startzustand)

Dabei werden zunéchst Paare erzeugt, wobei das letzte das Zeichen mit
Hut enthélt.

z.B. S =" ((qo, 1), 1) (22, 22) . .. (Tpn—1, Tn—1)(Tn, Tp)
2. Uberfiihrungsregeln

e keine Kopfbewegung;:

((g,¢),a) = (¢, ¢),a) (a € 5, ((¢,¢,N) €6(q;¢))
e Kopfbewegung nach rechts:

((g;¢),a)(b,d) — (', a)((¢',b).d) (a,d € 5, (¢, ¢, R) € 6(q,¢))
e Kopfbewegung nach links:

(d,b)((q,¢),a) = ((¢',d),b)(c,a) (a,d € 5, (¢, ¢, L) € 6(q,¢))
Um aus einem Zustand eine Regel zu erzeugen, wird beispielsweise wie
folgt vorgegangen:

(Q17 A7 R) S 5(Q07 a/) > ((QO7 0/), a’)(b7 b) - (A7 a’)((q17 b)7 b) € P
3. Abschlussregeln
((g,¢),a) = a

(c,a) = a

Dabei wird bei Endzusténden der erste Teil des Paares (Nichtterminale)
geldscht.

Beispiel 16 (fiir Start-, Uberfithrungs- und Abschlussregeln):
Sei My der LBA aus Beispiel 15 und L = L(M>) die von ihm akzeptierte
Sprache. Sei abc € L (fiir a™b™c™ mit n = 1) ein zu iiberpriifendes Wort:

S = Aéc) = AD,b)(¢ c) = ((00), a), a)(b,b) (¢, c) (3.1)
= (4,a)((q1,0),0)(¢, ¢) = (A, a)(B,b)((q2),¢),¢) (32)
= (A,a)((a, B),b)(C,c) = ((44, A),a)(B,b)(C, ) (3.3)
= ((qn,A),a)(B,d)(C,c) (3.4)
= a(B,b)(C,c) = ab(C,c) = abe (3.5)

Dabei werden zunéchst (3.1) die Startregeln angewendet, die das Wort abc,
zusammen mit dem Startzustand auf das Band schreibt. Anschlielend werden
die Uberfiihrungsregeln angewendet (3.2, 3.3). Dabei ist (3.2) als Konfigura-
tionsiibergang Aq1b¢ = ABgaé zu verstehen. In (3.4) ist ein Endzustand g
erreicht worden, sodass in (3.5) die Abschlussregeln angewendet werden, also
die ersten Teile der Paare geloscht werden.

0.B.d.A. wird die Reihenfolge 1. Startregeln, 2. Uberfithrungsregeln, 3. Ab-
schlussregeln benutzt.

31



3 Grammatiken

Zu zeigen: L(G) = L(M)

z € L(G)

Sdm:S="¢

< S =" ((qoyx1), 1) (T2, 22) o oo (Tp—1)(Xn—1)(Zp, Tpn) =" "

& S="a=""c,x) . (e x) (g, cp1), Tig) - - (Cyn) =
1) (2) 3)
Dabei ist « die 1. Satzform. die weder A noch S enthélt und z = x129 ... 2.

T

Es werden 0.B.d.A. erst die Uberfiihrungsregeln und erst dann die Abschluss-
regeln benutzt, da in allen Uberfithrungsregeln auf der linken Seite kein Ter-
minal vorkommt. Reihenfolge der Regeln:

1. n Startregeln, fiir ein Wort der Lénge n (1)

2. m—2n Uberfithrungsregeln fiir m — 2n Konfigurationsiiberginge (linge-
nerhaltend) (2)

3. n Abschlussregeln, fiir ein Wort der Linge n (lingenerhaltend) (3)

Damit ((g, ¢;4+1), z1+1) abgeleitet werden kann, muss ¢ € E (Endzustand) sein
& K H7 e aqeg .. en < @ € L(M)

Beweis (von Satz 3.1, (1.)):
Analog zum Beweis von Satz 3.1, (2.):

= der Automat kann (bei verkiirzenden Produktionen) den durch die Eingabe be-
nutzten Bereich verlassen

< es miissen zusitzliche Uberfithrungsregeln fiir den Fall, dass der Automat die Band-
inschrift erweitert hinzugefiigt werden, sowie eine Abschlussregel fiir ,,0¢

3.2 Kontextsensitive Sprachen

Definition (Wortproblem):
Das Wortproblem besteht, bei einer gegebenen Sprache L und einem Wort x darin,
zu entscheiden ob x € L.

Bemerkung;:
Eine Sprache kann durch eine Turingmaschine, ein LBA oder eine Grammatik angegeben
werden. Diese Formen sind nach Satz 3.1 dquivalent.
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3.2 Kontextsensitive Sprachen

Bemerkung;:
Das Wortproblem ist fiir die Klasse RE nicht entscheidbar (es handelt sich um das
Halteproblem).

Satz 3.2:
Das Wortproblem ist fiir die Klasse CSL entscheidbar.

Beweis (von Satz 3.2):
Sei M LBA und L = L(M), sowie x ein Wort. Der LBA kann bei Eingabe x =z ...z,
hochstens |Z] - n - |T'|™ verschiedene Konfigurationen haben.

Ein LBA akzeptiert entweder ein Wort oder gerét in eine Endlosschleife. Einer dieser
Félle tritt nach < |Z|-n - |['|"* Konfigurationen ein.

Sei nun G = (V, A) ein gerichteter Graph, wobei
e V ={K | Konfiguration der Linge n}
o A={(K,K")|KFK'}

Dann gilt: K H* K' & 3JK — K’ Weg in G = (V, A). Damit entscheidet man das
Wortproblem zu z = z; ...z, wie folgt:

e Aufbau von G = (V, A)
e feststellen, ob von K, aus ein K’ € EXI'™* xI'* erreichbar ist (z.B. mit Tiefensuche)

Korollar:
CSLCREC CRE (zB. He RE\CSL)

Bemerkung;:
Das Verfahren hat exponentialen Zeitbedarf und ist deswegen , nicht effektiv®.
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4 Regulare Sprachen

4.1 endliche Automaten

Definition (endlicher Automat, DFA, NFA):
Sei M = (Z,%,0,qo, E) mit

e 7/ endliche Zustandsmenge

e X Alphabet

® gy € Z Startzustand

o £ C Z Endzustinde

e §:7Z x ¥ — Z Uberfihrungsfunktion

M heifst endlicher Automat, oder kurz DFA.
Sei M = (Z,%,0,Qo, E) mit

e 7 endliche Zustandsmenge

e X Alphabet

e Qg C Z Startzustinde

o £ C Z Endzustinde

e §: 7 x X — P(Z) Uberfihrungsfunktion

M heift nicht-deterministischer endlicher Automat, oder kurz NFA.

Definition (akzeptierte Sprache):
Sei M DFA und x = x1...xp,.
LIM)=Az]|3q1,...,qn-1 € Z3g, € EVi€{0,...,n— 1} :0(¢i, Ti+1) = Git1}

Sei N NFA und x = x1...2,.
L(N) = {w ’ E|q0 S QQ,Elql...,qn_l c 7z an c F Vi ¢ {0,...,77,—1} D qir1 €
5(qz‘,$z’+1)}

34



4.1 endliche Automaten

Darstellung von DFAs/NFAs als gerichteter Graph:

@

Zustand Endzustand  Startzustand Zustandsiibergang

Beispiel 17 (Graphische Darstellung eines DFA):
Sei Mj ein DFA mit M3 = ({q,r,s},{0,1},0,q,{r}) mit der Uberfithrungsfunktion § :

0101 0

q|r|s
r|ls|q
s|s|s

0,1
Es gilt: L(Ms) = {0,010,01010,...} = 0(10)*

Beweis:
Wenn M3 beim Lesen eines Wortes x in den Zustand s iibergeht, gilt = ¢ L(M3), da von
dort kein Endzustand erreicht werden kann.

x wird akzeptiert < M3 pendelt beim Lesen zwischen ¢ und r und hort bei r auf.

= L =0(01)"

Beispiel 18 (Graphische Darstellung eines NFA):
Sei My ein NFA mit folgendem Graphen:

L(M;) = {0,1}*01

=» Literatur: [Kobler, Kapitel 1.2, 1.6]

Satz 4.1 (Aquivalenz DFA, NFA, Typ-3-Grammatik):
Sei L C ¥* eine Sprache. Dann sind folgende Aussagen #quivalent:

(i) 3DFA M : L = L(M)
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4 Reguldre Sprachen

(ii) L ist vom Typ 3

(iii) 3 NFA N : L = L(N)

Beweis (von Satz 4.1):

(i) = (ii):

Aus gegebenem DFA M = (Z,%,4, qo, F) wird Grammatik G = (V, 3, P, S)
gebildet, wobei

o V = Z (jeder Zustand entspricht einer Variable)
e S = qo (der Startzustand entspricht dem Startsymbol)
e P={q—ar|lacX,qreVir=0¢a)}U{g—c|qe L}

Sei x = x1...x, ein Wort der Linge n.

x € L(M)
< Jq1,.yGn-1 € Z 3¢, € EVie{0,...,n— 1} : giy1 = 6(qi, Tit1)
< Jq0,-- g €V :Vie{0,...,n—1}:¢; — xi41Gi+1 € P,qgy e € P
S Q=G T TG =G T Ty =G X1 T
< ze L(G)

(i) = (iii):

36

Aus G = (V, %, P, S) wird zunéchst G’ = (V U {X},3, P/, S) gebildet. Dabei
enthilt P’ alle Produktionen von P, aufler solchen der Form A — a. Fiir diese
enthiilt P’ die Produktion A — aX und auerdem X — ¢ € P’.

Satz:
z € L(G) &z e L(G)

Beweis (Richtung ,,=):
z € L(G), also S =¥ z. Dann gilt entweder S =% ' 21...2,4 =¢ z (also
A —¢) oder S :>g*1 x1...xp_1A =gz (also A — x,,).

e Fall 1: Alle Produktionen sind aus P N P’ und damit z € L(G’)

e Fall 2: In diesem Fall sind die Produktionen von S jgfl T1...Tp_ 14
aus PN P, also gilt: S :>?;,_1 x1. Die letzte Produktion ist A — x,,.
Deshalb A — z,X,X — ¢ € P'. Daher gilt: S jg,*l T1...TpA =g x.

Beweis (Richtung ,,<*):
S :>?;',H z, dann S =7, TA.



4.1 endliche Automaten

o Falls A # X, S =¢ vA =g =. Dann wurden nur Produktionen aus G
angewendet, also x € L(G).

e Falls A = X, dann war die vorletzte Produktion A — x,X, A € V mit
X ¢ V und damit laut Voraussetzung A — x, € P. Daher S =% S und
damit x € L(G). O

Aus G’ wird nun NFA N gebildet mit N = (Z, %, 6, Qo, F) mit

o / =V
e Qo =1{5}
e E={AcV]|A—ceP}

e 0(A,a)={BeV|A—aBeP}

Sei x =z ...z, ein Wort der Lénge n.

x € L(N)
< A ... g1 €Z3gn € E:Vie{0,...,n—1} : git1 € 6(qi, Tit1)
& Jq...qgn€Vigu—eeP'Vie{0,...,n—1):q¢; = xi11q;41 € P’
& Elql...qnGV:S:>iG/xl...xiqiég,_iané(;/xWG{0,...,n—1}
& ze L(G)

(iii) = (i):
Aus N =(Z,%,6,Qq, E) wird M = (Z',%,0, qo, E') mit
o 7' =(2)
* g0 = Qo

« B'={QCZ|ENQ+#0)

e 0 (Q,a) = U d(gq,a) M merkt sich die jeweils erreichbaren Zusténde.
q€Q

Sei x =z ...z, ein Wort der Léinge n.

37



4 Reguldre Sprachen

t ¢

x € L(M)
1. g1 €2'3Que E'Vie{0,...,n—1}: Qi1 = 6 (Qy, ziy1)
Q1. QS Z,QnNE#0,¥i€{0,...,n— 1} : Qi1 = U 6(q,iv1)

qeQ;
Ign € E:3Q1...Qua Vie {0,...,n—=2}: Qiy1 = | 6(q, 2211
qeQ;
und ¢, € U 6(ann)
q€Qn—1
In1€Z3¢n €EIQr.. . Qu2C Z:Vi€{0,...,n—=3}: Qin1 = |J d(¢,2i11)

q€Qi
und an € 5(qn—17xn)7 n-1 € U 5(Q7xn—1)
qEQn—2
dgo € Qo Iq1...Gn_1 € Z Jg, € E : Vi € {0,... , N — 1} Qi1 € (5((]@',1‘“_1)
x € L(N)

Zu dieser Konstruktion beachte man Beispiel 19.

Beispiel 19 (Konstruktion eines DFA aus NFA):
Es wird aus dem NFA M}y aus Beispiel 18 ein DFA M konstruiert. Dabei wird 0.B.d.A.
bei der Tiefensuche zunéchst der Fall fiir die Eingabe 0 iiberpriift.

Der NFA Mjy: 3. Die Eingabe 0 im Zustand ¢ fiihrt

a 0 6 1 @ wieder in den Zustand q.
0

0,1

O

1. Der Startzustand von M ist q.

4. Bei der Eingabe 1 im Zustand qr
\CJ> konnen die Zustédnde ¢ und s (Endzu-
stand) erreicht werden = neuer End-
zustand ¢s in M.

2. Bei der Eingabe 0 im Zustand ¢
konnen die Zusténde g und r erreicht
werden = neuer Zustand gr in M.

(D=~
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4.1 endliche Automaten

5. Die Eingabe 0 im Zustand ¢s fiihrt
wieder in den Zustand gr.

6. Die Eingabe 1 im Zustand g¢s fiihrt
wieder in den Zustand q.

7. Die Eingabe 1 im Zustand ¢ fiihrt
wieder in den Zustand q.

Korollar:
Ein DFA kann ohne iiberfliissige, d.h. nicht vom Startzustand erreichbare Zusténde direkt
aus einem NFA konstruiert werden.

Korollar (aus Satz 4.1):

Seien My = {Z1,%,061,q1, E} und My = {Z3,%, 02, q2, E2} DFAs. Dann gilt:
(i) L(My)" € REG
(ii) L(My)L(Ms) € REG

Beweis:
(i): L(Mq)* € REG

Sei N = (Z1 U {qneu}, £, 6, Qo, B} ein NFA mit

L4 QO = {QLQneu}
e E=FEU {Qneu}
) E
° 5(q’a): { l(qaa)} q¢ 1
{61(q,a),01(q1,a)} sonst
x € L(N)
S 2 =¢ (Gneu € Qo) VT =1x1...2, (x; € X" Worter, bei denen beim Lesen
des 1. Zeichens von z; (i > 2) einer der neuen Ubergénge verwendet wird)
Sr=eVax=ux...z;und Vi z; € L(M)
=T e L(Ml)*
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(ii): L(M1)L(Ms) € REG
Analog sei N' = (Z1 U Z5, 3,8, Qf, E') NFA mit

o QO:{{CH} Q1¢E,

{q1,q2} sonst

. B — E, q2 ¢ E»
FE1UE; sonst
{01(q,a)} q € Z1\E1
o &(g.a) = { {d1(q,a),02(q2,0)} g€ Er
{62(q,a)} sonst

4.2 reguldre Ausdriicke

=» Literatur: [Kobler, Kapitel 1.3, 1.2]

Erinnerung: Die reguléire Ausdriicke waren definiert durch RegExps, = ({R}, XU{0,¢, (,), |, *}, P, R)
mit P: R — 0,¢,a (a € X), R— RR,(R|R), (R)*.

v reguldrer Ausdruck < v € L(RegExpy,)

Definition (dargestellte Sprache L(7)):

L) = 0
L(’e') = {e}
L(a) = {a}

Satz 4.2:
{L(7) | v reguldrer Ausdruck } = REG

Beweis:
Richtung C:

siche oben, sowie | Ubungsaufgabe 28| (AU B = AN B).

Richtung D:

40



4.3 Pumping-Lemma

Sei M DFA mit M = (Z,%,6,qo, F). Zu zeigen: 3y : L(y) = L(M)
Notation: d(p,e) = p, d(p, za) = §(d(p, ), a)

a,c .
(=0 = =G

O.B.d.A: Z ={1,...,1}. Sei auBerdem = =z ...z,

Dann: L;q:{:cEE*|3(;0,:6):qWE{1,...,n—1}:5(p,x1...xi) <r}

0
pq L(Pypq)

1. Wir wissen: 370 : LY = {a|d(p,a) =q} falls p # ¢ _
" {a | d(p,a) =q}U{e} sonst

r+1 _ 71 r r *TT induktiv .41 _ r r * T
2. qu - quULp,rJrl(LrJrl,rJrl) Lr+1,q - Ypg = Tpg ‘ 7p,r+1('7r+1,r+1) Vr+1,q

3. E={i1...i} => v = (’y(l]o’i1|'yéo7i2| e |’yéo’ik) mit

L) = | LOe,) = U L4, 4,) = L(M)

i;ER i;eE

4.3 Pumping-Lemma

=» Literatur: [Kobler, Kapitel 1.4]

Satz 4.3 (Pumping-Lemma fiir reguliéire Sprachen):
LeREG=T eN:VexelL:|z|>=Ju,v,w:z=uw

(i) v#e
(i) |uwv| <1
(iii) wv'w € LVi € N

Beispiel 20:
Sei L ={a"b" | n € N} ¢ REG

Annahme: L € REG.

Dann gibt es nach Satz 4.3 [ € N, sodass alle Worte z mit |x| > [ in Satz 4.3 beschrieben
zerlegt werden kénnen: z.B. z = alb! (|z| =21 > 1).
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4 Reguldre Sprachen

Dann Ju,v,w wie in Satz 4.3 und wegen (ii) uv = a*, & < [ und wegen (i) v = a™,
m > 1. Wegen (iii) uv?w = a'*™b' € L. Dies ist ein Widerspruch.

Beweis (von Satz 4.3):

Sei M = (Z,%,0,q0, F) ein DFA, sodass L(M) = L. Wéhle | = |Z|. Beim Lesen ei-

nes Wortes z mit || > | durchldauft M mindestens einen Zustand mindestens zweimal
(Zustand q).

e y Teilwort bis 1. Mal Erreichen des Zustandes ¢
e v Teilwort bis 2. Mal Erreichen des Zustandes ¢

e w Rest von

Dann 6(q, v) q und deshalb 5(g,v") = q Vi € N und damit

§(d0, ') = 3(6(3 (00 10), 1), 10) — 5(8(q,) ) = Slasw) € B

Lemma:
Die Umkehrung des Pumping-Lemmas fiir regulére Sprachen gilt nicht.

Beweis:
Durch Gegenbeispiel in | Ubungsaufgabe 31 |

4.4 Anzahl der Zustinde eines DFA

=» Literatur: [Ko6bler, Kapitel 1.5] und [Wegener, Kapitel 4.2]

Definition (Sprache von g, A quivalenzklassen von Zusténden):
Sei M = (Z,%,0,q0,E) ein DFA ohne tberflissige Zustinde, d.h. Zustinde, die
nicht vom Startzustand aus erreicht werden konnen.

Vge Z: Ly ={x| S(q,x) € E} die Sprache von q, die alle Teilworte x enthilt,
mit denen von q aus ein Endzustand erreicht werden kann.

G=1{p|Ly=1Ly undVQ C Z : Q = {G | q € Q} sind Aquivalenzklassen.
Von den Zustinden q und p aus kann mit dem gleichen Restwort ein Endzustand
erreicht werden.

Vp,qe Z:Ly,=Ls & p=q
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4.4 Anzahl der Zustédnde eines DFA

Definition:
L, ={z|zz€e L=L(M)} = LS(qO 2) ist die Menge aller Teilworte z, mit denen
xz zur Sprache L gehort.

Satz (Minimale Anzahl von Zustinden):

Der DFA M = (Z, 5,8, do, E) mit & (5, a) = 6(p, ) und L(M) = L(M) hat die minimale
Anzahl von Zustinden.

Bemerkung;:

Es werden die Zustéinde aus M in Aquivalenzklassen zusammengefasst und ¢ ist der
Ubergang von einer Aquivalenzklasse in eine andere. Dabei ist p ein Reprisentant der
jeweiligen Aquivalenzklasse p.

Beweis:
Der vorherige Satz enthélt folgende Aussagen:

(i) ¢ ist wohldefiniert
(i) L) = L(M)
(iii) k = ||Z|| ist minimal
Diese Aussagen werden nun einzeln bewiesen:

—_~

(i) p,q € Z mit d(p,a) # 6(g,a) = ILspa) A Lsga) (also Worte, die nur in einer
Sprache sind)

=3dr:axr€ L, AL;=>L,#L,=p#(

e~ o~

Also: p =G = d(p,a) = §(q,a) und deshalb §" wohldefiniert.

(ii) Sei x = x1...2,, € X* ein Wort. M durchlduft beim Lesen von z die Zusténde
qo, - - - ,qn und M die Zustédnde ¢y . .. ¢n

teL(M)s g, € Es g, € EsxeL(M)

(iii) % := [|Z|| minimal

p,q € Z mit p # ¢ = Jx,y € ¥* : 0(q0,x) = p,0(qo0,y) = q (keine iiberfliissigen
Zusténde)

Lo=1Ly#Ly=1L,
kE<|{Ly |z e X*}|| =1 (alle L, verschieden)
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Sei M = (Zpy1, 2, 0017, qurr, Eppr) ein DFA mit weniger als | Zustéinden. Dann gibt
es x,y € ¥*, sodass Ly # Ly, aber oy (qur, x) = dmr (qurr, y) = ¢

Sei 0.B.d.A. v € L;\L,. Dann ist zu € L, aber yu ¢ L.
xu € L = 5M/(q*,u) € FEypr und yu §é L= 5M/(q*,u) §é Epp
Dies ist ein Widerspruch. Kein DFA mit weniger als k Zustédnden akzeptiert L.

Definition (Index einer Sprache):
Sei L C ¥* eine Sprache. Man nennt |{Ly | * € ¥*}|| Index der Sprache L.
Dabei ist stets L. = L.

Korollar:
Sei L C ¥* eine Sprache. |{L; | * € ¥*}|| = oo = L ¢ REG. Sprachen mit einem
unendlichen Index sind also nicht regulér.

Beispiel 21 (unendlicher Index einer Sprache):

Sei L = {a"b™ | n € N} eine Sprache.

Fiir i < j gilt: b° € L,i\Lgs, denn a'b® € L, aber a'b/ ¢ L.

Der Index von L ist |[{L,i | i € N}|| = co. Da der Index von L ist unendlich ist, ist L
nicht regulér.

Beispiel 22 (endlicher Index einer Sprache):

Sei L = {a' | i € N} C {a,b}* eine Sprache.

Ly =
Der Index der Sprache L ist 2.

L. Wenn z ein b enthilt, so ist L, = 0.

Definition (Zeuge, kiirzester Zeuge):
p # q= 3x € L, A L;. Dieses Wort x wird Zeuge fiir p # q in einer Sprache
genannt.

Das Wort z ist der kiirzeste Zeuge dafiir, falls |x| minimal.

azx ist der kiirzeste Zeuge fir p # q (a € X,x € ¥*)

e~ T~

& x kirzester Zeuge fiir §(p,a) # d(q,a) (da x der Nachfolger von a ist)

Es gilt: Gibt es keine kiirzesten Zeugen der Linge m € N, dann auch keinen der
Léinge m’, m’ < m.
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4.4 Anzahl der Zustédnde eines DFA

Algorithmus, M in M zu iiberfiihren

Im folgenden sind U,U’ Listen, in denen die Zustinde gesammelt werden, die nicht
zusammengefasst werden koénnen.

e Initialisierung:

U «— {{p,q} | p € E,q € Z\E} (Endzustdnde konnen nicht mit , Nichtend-
zustédnden® zusammengefasst werden.)

e Schleife:

Wiederhole

— U —{{p.a} [Fa€X:{6(p,a),0(g.a)} € U} \U
—U—UuU’

bis U' =0

Satz 4.5: )
Der Algorithmus tiberfiihrt M in M.

Beweis (von Satz 4.5):
Der vorherige Satz enthilt folgende Aussagen:

(i)
(i)

der Algorithmus terminiert

nach der Schleife gilt: {p,q} € U < p # g

Diese Aussagen werden nun einzeln bewiesen:

(i)

(i)

In jedem Schleifendurchlauf kommt ein Paar zu U. Es gibt weniger als |Z|? Paare,
nédmlich genau (‘gl). Also ist die Anzahl der Durchliufe kleiner oder gleich | Z|2.

Ist p # ¢ und x ein kiirzester Zeuge dafiir, dann kommt {p, ¢} im k. Durchlauf zu
U (k = |z|). Dabei ist der 0. Durchlauf die Initialisierung.
Induktion iiber k:

Induktionsanfang (k = 0):
ceelL,ALyepe ENgqe Z\EVqe EANpe Z\E

Induktionsschritt (k > 1):

= x =agq,a € ¥,y € ¥* ist kiirzester Zeuge fiir 6(p,a) # d(q,a), d.h. die Nachfol-
gezustande von a liegen auseinander.

Induktionsvoraussetzung:
= {0(p,a),d(q,a)} kam (k — 1). Durchlauf zu U.
= {p,q} kommt im k. Durchlauf zu U.
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4 Regulidre Sprachen

Bricht die Schleife nach dem n. Durchlauf ab, so gibt es keinen kiirzesten Zeugen
der Lénge n oder grofer.

Daher gilt: Ist {p,q} ¢ U zu diesem Zeitpunkt, dann gibt es keinen Zeugen fiir
p# 4, also p = §. O

Bemerkung:
Der Algorithmus hat die Laufzeit O (]Z]*|2|). Er kann auch mit der Komplexitit O (]Z]?/3))
berechnet werden.
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5 Kontextfreie Sprachen

=» Literatur: [Koébler, Kapitel 2.1]

5.1 Kellerautomaten

Definition (Kellerautomat, Kelleralphabet, Kelleranfangszeichen):
Ein Automat M = (Z,3,T,0, 29, #) mit

o 7,3, zy wie bisher

e I' Kelleralphabet

o # cI' Kelleranfangszeichen

e 0:Zx (2U{e}) xT' — P.(Z xI'™)

nennt man Kellerautomat oder pushdown automaton/PDA.

Be ist dabei die endliche Potenzmenge (M kann nichtdeterministisch sein) mit
PBe(A) = {B C A| B endlich}.

Definition (ﬁbergang, Konfiguration, Nachfolgekonfiguration):
Ubergang: quA — pBy ... By, falls (p, By ... By) € 6(q,u, A)
(p,q € Z,ue XU{e}, A, By,...,BeT)

Konfiguration: K € Z x ¥* x I'*

Nachfolgekonfiguration: K + K', falls K = (q,x; ... Tpn, A1 ... A))

qriAy — pBy ... By und K' = (p, %11 ... 2p, B1 ... BrAy ... A)) )

oder gecA; — pBy ... By und K' = (p,x; ... xp, B1... BxAy... A;) (e-Ubergang, also
1. Zeichen nicht gelesen)
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Definition (akzeptiertes Wort):
x € L(M) < (qo,z,#) " (p,e,e) e Z).

Achtung: Bei leerem Keller ist kein Ubergang mdglich. § ist total.

Beispiel 23 (Kellerautomat):
Sei M = ({p,q},{a,b},{A,#},6,q,#) ein Kellerautomat mit L(M) = {a"b" | n € N}
und der Uberfithrungsfunktion ¢ wie folgt:

g.&# — P (1)
¢a,# — ¢A (2
q,a,A — q,AA (3)
qg,b,A — p (4)
p,b,A — p (5)

(2) 4)
Das Wort ab € L(M) wird wie folgt akzeptiert: (q,ab, #) F (¢,b,A) F (q,¢,¢)

Satz 5.1:
L vom Typ2 < 3PDA M :L(M)=1L

Beweis (von Satz 5.1):
Richtung ,,=“:

Gegeben Grammatik G = (V, 3, P, S). Daraus wird PDA M mit
M = ({q¢},X,VUX,d,q,S5) gebildet (S ist das Kelleranfangszeichen):

(1) g¢A — qa (VA—a€eP)
(2) gaa — q (VaeX)

Es gilt: x =z ...2, € L(G) < 3 Linksableitung:

S = a9 =% r101 =F v100090 =T 11 .. Tp_1Ap—1 = T
= (Qa x, S) '_(1) (q’ x, CLO) '_>(k1) (q’ Z, CClCLl) l_(Q) (Qa T2 ...Tn, al) '_?1) (Qa T2 ...Tn, x2a2)

|_>(k1) (q)xnflxnaxnflanfl) I_(Q) (q,xn,an—l) |_>(k1) (q)xnaxn) '_(2) (Qaeae)
& xeL(M)

Richtung ,,<*:

Gegeben M = (Z,%,T,0, qo, #) Daraus wird Grammatik G mit G = (V, X, P, 5)
mit V = {S}U{Xqap | ¢,p € Z, A € T'} gebildet.
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5.1 Kellerautomaten

Idee: Xqap =¢ © < (¢, 2, A) F1; (p,e,e) und PP ={S — Xpoup | p € Z} C
P

Denn dann gilt:

x € L(M) < 3m,p:(q,x,#) " (p,e,e)
& dm,p:S= Xgpup=>"1
& ze L(G)

Idee: Xgap =" Ag

P =P U{Xyap — uXp,Bips XpoBops - - XpuBrp | u € U {e},
Py...P, e Z,
quA —M plBl---Bk}

Zu zeigen: Xgap =™ x & (q,z,A) F™ (p,€,¢€)
Induktion nach m:

Induktionsanfang:
m = 0. Die Ableitung ist mit 0 Schritten nicht moglich.

Induktionsvoraussetzung:
m > 1,Vk <m: Xy, =F 2 & (q,7,A) ¥ (p,e,¢)

Induktionsschritt:
Xgap = a1 = ag... = o, = z Linksableitung nach Definition von P:
ueXU{el,pa...px € Z,
a; = uX X , WO
! pLB1p PiBrp {quA — plBl - Bk €d

Aus Linksableitung folgt:

T =uvi...v, Wo X, B

k
pies = vy und E m;=m—1
i=1

Nach Induktionsvoraussetzung gilt: (p;, vi, B;) F™ (pi+1,¢,¢€), dam; < m Vi
also

(Q7$:uvl...vk7A) F (pl,vl...vk,Bl...Bk)
Fm (p2, 2. vg, Ba .. By)
m2

FmE=1 (pg, vk, By)
-k (p,g,€)
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5.2 Chomsky-Normalform

Satz 5.2 (Chomsky Normalform):
L vom Typ 2 = 3 Grammatik G, die nur Produktionen der Form A — BC und A — a
enthélt mit L(G) = L\{e}

Beweis (von Satz 5.2):
Um den Satz zu beweisen, wird die Grammatik nach und nach manipuliert, bis sie die
gewiinschte Form (CNF, Chomsky-Normalform) hat:

1. Sei G Typ 2-Grammatik mit L(G") = L. Dann existiert eine Typ 2-Grammatik
G" mit L(G") = L(G")\{e}, die keine Produktionen der Form A — ¢ enthilt.

Beweis: siehe | Ubungsaufgabe 36a

2. Es existiert eine Typ 2-Grammatik G’ mit L(G") = L(G") ohne Produktionen der
Form A — ¢ (e-Produktionen) oder A — B (Variablenumbenennungen).

Beweis:

a) Annahme: Es gibt Regel A — B, jedoch nicht B — D
Entferne A — B und nehme A — « fiir alle B — « hinzu.
Dadurch éndert sich die Sprache nicht:

e Enthilt eine (alte) Ableitung A — B, dann auch B — «a (und zwar
spéter). Falls beide nicht direkt aufeinander folgen, verschiebe A — B
nach hinten. Dann ersetze beide durch A — a.

e Enthilt eine (neue) Ableitung A — «, dann ersetze durch A — B, B — a.

b) Annahme: G” enthilt Zyklus A1 — Ay Ay — Asg, ..., Ap_1 — Ag, A — Ay
Entferne diese Produktionen und ersetze alle Vorkommen von A,, ..., Ag
durch A;. Falls S € {Ag,..., Ai}, so ist A; das neue Startsymbol.

Dadurch éndert sich die Sprache nicht:

e Kommt A,,..., A in einer alten Ableitung vor, so kann dies durch A;
ersetzt werden.

e Kommt A in einer neuen Ableitung vor, dann sind die beiden betei-
ligten Produktionen aus Produktionen entstanden, in denen A; und A;
vorkamen. Ersetze die neue durch die alte Produktion und gegebenfalls
Umbenennung des Zyklus.

Kann weder a) noch b) angewandt werden, enthélt die Grammatik keine Umbe-
nennung mehr.

3. Es existiert eine CNF-Grammatik G : L(G) = L(G’)

Beweis: siehe | Ubungsaufgabe 36b
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5.3 Pumping Lemma

5.3 Pumping Lemma

Satz 5.3 (Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen):
VLeCFLAIeNVze L:|z| > 1= u,v,w,z,y : 2= uwvwzry und

(i) v #¢
(ii) |vwz| <1
(iii) wv'wz'y € LVi € N
Beispiel 24:
Sei L = {a"b"c™ | n € N}.
Behauptung:
L¢CFL

Beweis:
Annahme: L € CFL. Nach Satz 5.3 = 3 Pumpingzahl [. Auflerdem gilt nach Satz 5.3:
a'bld = wvwzry mit (i), (i) und (iii).

(i) = vz enthélt ein Zeichen (%)
(77) = vwz und damit v enthélt ein anderes Zeichen nicht (%)

= wv?wr?y enthiilt mehr Zeichen nach (x) als Zeichen nach (x*). Widerspruch zu (iii)!

Also gilt: L ¢ CFL. O

Definition (Syntaxbaum, Wurzel, Nachfolger):
Sei G = (V,X, P, S) Grammatik fir Sprache L\{e} in CNF. Sei T ein Baum mit
T=(V,E),S=ay=>a1=...= q, =2z, wo z € L mit:

(i) Ein innerer Knoten w heiffit Wurzel und an ihm steht S. Alle Kanten sind
von w weggerichtet:

Fir alle Kanten e = {u,v} gilt: entweder liegt v auf dem w — v-Pfad in T
(h(e) = v,t(e) = u), oder v liegt auf dem w — u-Pfad (h(e) = u,t(e) = v).
Dabei ist h(e) die Pfeilspitze und t(e) das Pfeilende der Kante e.

(ii) An den Blittern stehen die Terminale, an den inneren Knoten (Nicht-Blitter)
stehen Variablen.

(iii) Die Nachfolger Tt (u) = {v | {u,v} € E,h({u,v}) = v} eines Knotens u
sind von links nach rechts sortiert.

(iv) Steht an w die Variable A und an " (u) von links nach rechts die Zeichen
B1...0r, dann ist A — (y...03. € P.
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5 Kontextfreie Sprachen

Definition (7},):
T =1T,, wobei T,, wie folgt induktiv definiert ist:

o Ty ist ein Baum mit einem Knoten (der Wurzel), an dem S steht

o T; (i > 1) ergibt sich aus T;—1 wie folgt:

Wird im Schritt c;—1 = «; ein Vorkommen der Variable A mittels der Regel
A — B1...0, abgeleitet, dann werden an das Blatt von T;_1, an dem dieses
Vorkommen steht, Nachfolger mit (1, ..., 0, angehdngt.

Beweis (von Satz 5.3):

Sei G = (V,X, P, S) Grammatik fiir L\{e} in CNF. Sei T' Syntaxbaum zu S = oy =
A= ...=> Q= 2Z2WO0Z=2]...2p,N>1= 2’“, wobei k die Anzahl der Variablen von
G ist. Der Syntaxbaum ist ein Bindrbaum, da G in CNF gegeben ist.

0O.B.d.A. kommen in der Ableitung von z aus S zunéchst Ableitungen der Form A — BC
und dann solche der Form A — a vor.

= T, hat n Blitter: in jedem Schritt werden an ein Blatt zwei Nachfolger gehéngt.

Proposition:
Hat ein Binsirbaum mindestens 25~ 1 +1 Bliitter, dann auch ein Pfad von der
Wurzel zu einem Blatt der Linge k.

Beweis durch Induktion nach k:

Induktionsanfang (k = 0):
Jeder Bindrbaum hat einen Wurzel-Blatt-Pfad (der Lénge > 0).

Induktionsschritt (kK — £+ 1):

Jeder der beiden Nachfolger der Wurzel ist Wurzel eines Teilbaumes. Einer
davon hat mindestens 25~ 41 Blitter und damit nach Induktionsvorausset-
zung einen Pfad der Lénge k. Damit hat der gesamte Baum einen Pfad der
Lénge k + 1. a

Beweis (von Satz 5.3 — Fortsetzung):
Korollar: T;, hat einen Pfad von der Wurzel bis zu einem Blatt der Linge > k

Auf diesem Pfad liegen k + 1 Knoten, an denen je eine Variable steht. Eine Variable
kommt also zweimal vor (unter den letzten k + 1 Knoten).

Sei U der Teilbaum von T;,, von Nachfolgern des ersten Vorkommens. Sei U’ der Teilbaum
von T, von Nachfolgern des zweiten Vorkommens. U’ ist in U enthalten.
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Sei das Teilwort von z links von U

das Teilwort von z in U links von U’
das Teilwort von z in U’

das Teilwort von z in U rechts von U’

y das Teilwort von z rechts von U

8 €8 ¢ ¢

= vz # ¢ (Wurzel von U und U’ unterschiedlich)

lowz| < 2F =1

Induktionsanfang (i < 1):

i = 0: Ersetze U durch U’: Syntaxbaum fiir uv®

way
7 = 1: siehe oben

Induktionsschritt (i — i+ 1):

Ersetze U’ durch Kopie von U: Syntaxbaum fiir uv**!wa*+!

Y

Lemma:

5.3 Pumping Lemma

Die Umkehrung des Pumping-Lemmas fiir kontextfreie Sprachen gilt nicht.

Beweis:
Durch Gegenbeispiel in | Ubungsaufgabe 39 |.
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5 Kontextfreie Sprachen

5.4 (Un)Entscheidbare Probleme fiir kontextfreie Grammatiken

Satz 5.4:
Gegeben G1,Go kontextfreie Grammatiken. Dann sind folgende Fragen nicht entscheid-
bar:

(i) L(G1)NL(G2) =07
(i) L(Gp) =%*7

(iii) L(Gy) = L(Gy) ?
(iv) Gp mehrdeutig ?

Beweis (von Satz 5.4):
Beweisidee: Reduzieren von PKP auf (i) - (iv).

Beweis von (i):
zu zeigen: PKP < SKF (Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken) mit

SKF = {(G1,Ga), G1, Gy kontextfrei, L(G1) N L(Ga) = 0}

Sei f((x1,22)...(zk,yx)) = (G1,G2). Gy erzeugt x und Gy erzeugt y mit
folgenden Regeln:

Gi:8 — 01Sz;,0'11z; Gy : S — 0°1Sy;, 0°11y;

Dabei ist S die einzige Variable.
Die Funktion f muss total (d.h. auch fiir Miilleingaben definiert) sein:
f(z) = (S —¢,8 — ¢) wenn x ungiiltige Eingabe ist, z.B. x = (x1).
L(Gy) = {01101 ... 0" 11y, x4, ... Ty ,n > 1,1 <idj <k}
——
letzte Regel
L(G2) = {01010 11y;, Y,y - - Yig¥ir, 1 > 1,1 <5 <k}
L(G1)NL(Gg) = {091...0" 112 | z =24, ... T = Yip, - Yiy } # 0
< a={iy...iy} ist Losung fiir PKP
- ((xl,yl)...(xk,yk)) € PKP O

Beweis von (iv):

zu zeigen: PKP < {Grammatik ist kontextfrei und mehrdeutig}
f((z1,y1) ... (zk,yk)) = G, wobei G hat Regeln

54



5.4 (Un)Entscheidbare Probleme fiir kontextfreie Grammatiken

S — Sl, SQ Sl — Olelxj, Ojllxj SQ — Ojlsgyj,ojllyj

Dabei erzeugt S7 und S jeweils eine Sprache. Mittels S wird ausgewahlt,
welche Sprache erzeugt werden soll. Sowohl von 57, als auch von Sy ausgehend
ist die Ableitung eindeutig.

Beweis von (i) = G mehrdeutig < ((z1,y1) ... (zk,yx)) € PKP. O

Beweisidee fiir (ii):

Reduktion von PKP:
(xl,yl)...(xk,yk.) ¢ PKP@L(Gl)ﬂL(Gg) /B2 L( 1)UL(G_2) =
f((z1,91) - (2, 91)) = G, wobei L(G) = L(G1) U L(G2

\_/

Problem: Es ist nicht klar, ob G kontextfrei ist, weil kontextfreie Gramma-
tiken im Allgemeinen nicht unter Schnitt- und Komplementbildung, jedoch
unter Vereinigung abgeschlossen sind.

Beispiel: Die Sprache L = {a'b’c’ | i > 0} ist nicht kontextfrei, aber AN B
mit A = {a’b’c¢’ | i > 0,5 >0} und B = {a'b/c’ | i > 0,5 > 0}

Satz 5.5:
Das Leerheitsproblem fiir kontextfreie Sprachen ist entscheidbar, d.h. gegeben eine kon-
textfreie Grammatik G: ist L(G) =0 ?

Beweis (von Satz 5.5):
zwel Beweisanséatze:

e Algorithmisch

EINGABE: G = (V,X,P,S) kontextfrei

Uo — @;

1+ 0;

REPEAT
U; — {A ‘ AceV,A— aac (EU Ui—l)*} UU,_1;
1<— 14+ 1;

UNTIL U; = U;_1;

IF S € U; AUSGABE L(G) # 0

ELSE AUSGABE L(G) = 0;

e Induktion

Induktionsanfang:
VAeUpdweX* A —w

55



5 Kontextfreie Sprachen

Induktionsvoraussetzung:
VAcU;Jwe ¥ A—="w

Induktionsschritt:
Sei A € Uj4; Algorithmus = 3a mit A — a und A’ € U; VA' € a

Induktionsvoraussetzung auf A’ = A — a =* v’

Satz 5.6:
Das Leerheitsproblem fiir kontextsensitive Sprachen ist nicht entscheidbar.

Beweis (von Satz 5.6):

zu zeigen: SKF < Leerheitsproblem CFL

gesucht: f(G1,G2) =G

L(Gi)NL(Ge) =0 < L(G) =10

Definieren f durch L(G) = L(G1) N L(G2)

zu zeigen: G kontextsensitiv und f berechenbar

gesucht: LBA M mit L(M) = L(G)

Seien My, My LBA’s mit L(M;) = L(G1) und L(Ms) = L(G2).

Beschreibung von M: M simuliert erst M; auf Eingabe x ohne x zu verdndern. Dazu
werden vor der Simulation von M; die Bandzeichen y durch (y,y) ersetzt. Mit den 1.
Koordinaten wird gerechnet und falls M; akzeptiert wird die 1. Koordinate geldscht.
Wenn M; akzeptiert wird My auf Eingabe x simuliert. O
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5.4 (Un)Entscheidbare Probleme fiir kontextfreie Grammatiken

Zusammenfassung
Wortproblem Leerheit Aquivalenz Inklusion Schnittproblem
zelL? L=07 Ly =Ly? L1 C Ly? LlﬂLQ#@?

REG ja ja ja ja ja
DCFL ja ja ja nein nein
CFL ja ja nein nein nein
CSL ja nein nein nein nein
RE nein nein nein nein nein

Tabelle 5.1: Entscheidbarkeit

Schnitt Vereinigung Komplement Produkt Stern

REG ja ja ja ja ja
DCFL nein nein ja nein nein

CFL nein ja nein ja ja

CSLC ja ja ja ja ja

RE ja ja nein ja ja

Tabelle 5.2: Abschlusseigenschaften

Die Klasse der deterministisch-kontextfreien Sprachen DCFL wurde in der Vorlesung
nicht behandelt und ist nur zur Vollstdndigkeit aufgefiihrt.
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6 Graphen

=» Literatur: [Hougardy]

Zur Graphentheorie beachte man auch Kapitel A auf Seite 88.

6.1 Grundlagen

Definition (Graph, Knoten, Kanten):
G = (V,E) ist ein ungerichteter Graph, wobei

e V endliche Menge von Knoten (V #10)
e £ C (‘2/) Kanten

Graphische Darstellung: G = ({1, 2,3,4},{{1,2},{1,3},{2,3}, {1,4}})
3

2
D = (V,E) ist ein gerichteter Graph/Digraph, wobei

e V endliche Menge von Knoten (V #()
e ACV xV Kanten

Graphische Darstellung: G = ({1, 2,3,4},{(1,2),(1,3),(2,3),(1,4)})

3
1 4
2
Bemerkung;:

Graphen kénnen modellieren:
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6 Graphen

e Datenstrukturen

— Listen

O—0O—0—0

— doppelte Listen

— Heaps

e Rechnungen/Rechnermodelle

— endliche Automaten
— Syntaxbdume

— Konfigurationsgraph fiir LBAs
e Realweltobjekte

— Autobahnen
— Rechner/Telefonnetzwerke

— soziale Netzwerke

Definition (spezielle Graphen):
Sei [n] :=={1,...,n} (n € N)

1. vollstindige Graphen/Cliquen: K, = ([n], (121))

2. leerer Graph: E, — ([n], )

3. Pfad: Py = ([n+ 1), {{i,i + 1} |i € [n]})

4. Kreise: Cy = (In], {{i,i +1} |i€[n—1}U{n,1}), n >3

5. Hyperwiirfel: Q, = ({0,1}",{{u,v} | Hammingabstand = 1})
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6.1 Grundlagen

Beispiel 25 (spezielle Graphen):
Kreis Cy Clique Kj

Hyperwiirfel Q3
leerer Graph Fo

O O

Pfad P5
O—O0-C0-C0C-0-—0

Bemerkung;:
Ubergang gerichteter /ungerichteter Graph

e Kanten eines ungerichteten Graphen richten:
G=(V,E),h:E—V,t: E—V mit {h(e),t(e)} =eVeec E

D = (V,A) mit A= {{t(e),h(e)} | e € E}: Pleilspitzen an h(e) malen.

e Graph, der gerichtetem Graphen unterliegt:
D= (V,A) - G=(V,E) mit E = {{u,v} | (u,v) € A}

Problem: Schleifen und Mehrfachknoten:
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Graphen

Definition (Nachbarschaft, Grad):
Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph.

e Nachbarschaft: T :V — B(V), v {u|{u,v} € E}
e Grad: d:V — N, v |I'(v)]

Beispiel: T'(x) = {u,w}, d(z) =2

Sei D = (V, A) ein gerichteter Graph:

e Nachbarschaft:
STV S BV, v e (] (v,0) € A}
STV = BV), 0 | () € A}
—T:V->PBV),v—TT(v)ul(v)

o Grad:
—d":V >N, v~ [T (v)]
—d V=N, v—|I'"(v)
—d:V >N, v~ |['(v)

Proposition (Anzahl von Knoten):
Sei G ein ungerichteter und D ein gerichteter Graph.

(i) G=(V,E)=> dv)=2|E|

veV
(i) D=(V,A)=> dt(w)=> d (v)=|A]= ) d(v) =2|4]
veV veV veV
Beweis:
Informell:

1. Jede Kante hat genau zwei Endknoten, wird also zweimal in einem d(v) gezéhlt,

also zweimal in ) - d(v).
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6.1 Grundlagen

2. Ubung

Definition (Teilgraph, induzierter Teilgraph):
Seien G = (V, E) und H(V', E') Graphen.

e H ist Teilgraph von G, falls V! CV und E' C EN (‘g/)

e H = G[V'] ist induzierter Teilgraph von G, falls V! CV und E' = EN (‘;/)

Definition (Weg, Pfad, Kreis):
Sei G = (V, E) Graph mit u,v € V.

o u-v-Weg in G: (u,wy,...,wg,v):w; € V,{u,wy },{wg, v}, {w;, wit1} € E

o u-v-Pfad in G: u-v-Weg mit |[{u,w1,...,wg,v} =k + |[{u, v}
(keine Zwischenstation)

e Kreis in G: (wi,...,wg): wi-wg-Pfad mit {wy,wy} € E

Definition (Isomorphie):
H und H' sind isomorph / H=H', genau dann wenn

o : V= V" {u,v} € B & {p(u),p(v)} € E”

Wenn G = (V, E) ein Graph und H ein Teilgraph von G ist, sowie H'=H, dann
gilt: G enthdlt H'.

Beispiel 26 (isomorphe Graphen):

Die beiden Graphen sind isomorph mit der Abbildung
p(1) = a,p(2) = ¢, p(3) = b, p(4) = d.

Proposition:

Sei G = (V, E) ein Graph und § = §(G) := mi‘r/l a(v)
ve

1. G enthalt Pjs
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6 Graphen

2. 0 > 2 = @ enthilt Cr>s+41
Dabei wird § > 2 vorausgesetzt, da sonst isolierte Kanten existieren diirften.

Beweis: 1. Sei P = (vq,...,v;) lingster Pfad in G
= F(’UQ) c {Ul, S ,’01_1}
:>l—12d(’l)l)25
= G enthilt Py

2. Sei ig erster Knoten in I'(v;), d.h. ig := {i | v; € T'(v))}
= I'(v) C{vig, .-, v-1}
=>1l—ig>d(vy)>96
= (Vig, Vigi1s- - - V1, Vig) ist Kreis G der Lange | —ig +1>0 + 1
= (G enthalt Ck25+1

6.2 Baume

Definition (zusammenhéngender Graph):
FEin Graph G = (V, E) heifit zusammenhdngend/zsh genau dann wenn

Yu,v € V : Ju — v-Pfad in G

Definition (Baum):
Ein Graph T = (V, E) heifst Baum genau dann wenn

Yu,v € V : 3lu — v-Pfad in T

Proposition (Eigenschaften von Bédumen):
T Baum < T zsh und kreisfrei (d.h. 7" enthélt keinen Kreis)

Beweis:
Richtung ,,=“:

siehe | Ubungsaufgabe 24

Richtung ,,<“:

u,v €V, T zsh = 3 u—v-Plad in T

Annahme: 3 zwei unterschiedliche u — v-Pfade: (u,wy, ..., wy,v) = P und
(u,wh, ..., wh,v) = P?
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6.2 Baume

Seien w;, w; die ersten unterschiedlichen Knoten i = min{j | w; # w}}. Sei
w, der erste Knoten danach, der auf P® liegt: = min{s > 1 | w/, auf P(?}

= T enthilt Kreis (w;_1,w;, ..., w, = wy, wg—1,Wqg—2,...,w;_;). Dies steht
im Widerspruch zur Annahme, T sei kreisfrei.

Satz 6.1 (spannender Baum):
G = (V,E) zusammenhingend < G enthilt Baum T auf allen Knoten (spannender

Baum).

Beweis (von Satz 6.1):
Richtung ,,<“:

Yu,v € V : 3u —v-Pfad in T' = Ju — v-Pfade in G.
Richtung ,,=“:

Folgendes Verfahren SUCHE findet 7" in G.

Dabei sei 0.B.d.A. der Graph G = ([n], E') als Adjazenzliste gegeben. S kann
ein Keller oder eine Schlange sein (vgl. Tiefen-/Breitensuche), M ist ein Feld
mit Markierungen und E’ eine Liste:

ALGORITHMUS SUCHE (G);
BEGIN
S —{1};
M — {1};
E —0;
WHILE S # 0
WAHLE 7 € S;
S — S\{i};
S — SU(@E)\M);
E'— E'U{{i,5} | j € T(i)\M};

M — MUT®4);
ENDWHILE;
AUSGABE T = (M, E');
END;
O
Behauptung:

T ist spannender Baum.
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6 Graphen

1. 31 — k-Pfad in G & k € M am Schluss < 31 — k-Pfad in T'.

2. T ist kreisfrei

Beweis: 1. Ubung

2. Annahme: K enthélt Kreis (i1, ..., ,41). O.B.d.A.: i = 41,9 = ix_1,7 = i in dieser
Reihenfolge.

= nach ¢ = iy ist i markiert (i € M)
= Kante {iy_1,ir} kann nur in ¢ = ix_; zu E' kommen.

Dies ist ein Widerspruch, da 4; schon markiert ist.

6.3 Laufzeit und Datenstrukturen

=» Literatur: [Hougardy]

Definition (Algorithmen, Laufzeit):
Algorithmen bestehen aus:

e FEingabe/Ausgabe (durch Variablen)
o Variablenzuweisung (auch indirekt)
o arithmetische Operationen (in einem Schritt)

o Schleifen

mit der gewohnten Semantik.

Die Laufzeit ist die Anzahl der Schritte als Funktion der Eingabe bzw. Fingabegrifie.
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6.3 Laufzeit und Datenstrukturen

Definition (indirekte Variablen, Listen, Schlangen, Keller):

indirekte Variablen: Variablen Ri, Ro,... mit Werten ri,rs,.... Dabei ist bei-
spielsweise die Zuweisung R, < 5 moglich. Dadurch kénnen Datenstrukturen rea-
lisiert werden, die auf Zeigern beruhen:

e Listen
die Operationen Elemente anhdngen, Randelemente léschen und Listen ver-
ketten sind in O(1) maglich

e Schlangen/queues
die Operationen queue/dequeue sind in O(1) mdéglich

e Keller/stacks
die Operationen push/pop sind in O(1) mdaglich

Definition (Adjazenzmatrix):
Sei G = ([n], E) ein Graph. Er kann in der Adjazenzmatrix
1 {i,j} €E
A= (aij)zjzl € {0, 1}n><n mat CLZ‘J' = { {Z J}
0 sonst
gespeichert werden.
e Speicherbedarf: O(n?)
e Knoten einfiigen/entfernen: O(n) (genau 2n)
o Kante einfigen/entfernen: O(1) (genau 2)
o Test: {i,j} € E: O(1)
Beispiel 27 (Adjazenzmatrix):
01 00 1
. . 1 011 .
Die Matrix A = 010 0 beschreibt den Graphen 9
01 00 4 3
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6 Graphen

Definition (Adjazenzliste):
Sei G = ([n], E) ein Graph. Er kann in einer Adjazenzliste gespeichert werden.
Sie ist eine Liste alle Knoten mit angehdngten Nachbarlisten.

o Speicherbedarf: O(n +m) (genau 2m +n)

— O(n) fiir Knotenliste
— O(>271, d(@)) fir Nachbarlisten (genau 2m)

Knoten einfiigen: O(1)

Knoten entfernen: O(n)

Kante einfiigen/entfernen (mit zusdtzlicher Kantenliste): O(1)

Test: {i,j} € E: O(n)

6.4 Tiefen- und Breitensuche

Definition (Tiefensuche, Breitensuche):
Betrachtung des Algorithmus SUCHE aus Satz 6.1:

o Tiefensuche: Algorithmus mit S als Keller

e Breitensuche: Algorithmus mit S als Schlange

2 5 7 10
1 4 9 12
3 6 8 11
Beispiel 28 (Tiefensuche): Beispiel 29 (Breitensuche):
2 5 7 10 2 5 7 10
1 4 9 12 1 4 9 12
3 6 8 11 3 6 8 11
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6.4 Tiefen- und Breitensuche

Satz 6.2:
Tiefen- und Breitensuche haben die Laufzeit O(m).

Beweis (von Satz 6.2):
Betrachtung des Algorithmus SUCHE aus Satz 6.1:

e jeder Knoten wird nur einmal als ¢ gewéhlt

e fiir Knoten i braucht Schleife O(d(i)) Schritte

= Laufzeit: Zn: O(d(i)) = O(m) O

i=1
Algorithmus TIEFENSUCHE:

ALGORITHMUS TIEFENSUCHE (G);
BEGIN
S —{1};
M — {1};
E —0;
WHILE S # ()
i« POP S;
PUSH S,T(i)\M ;
E — FU{{i,j} |jeT@H)\M}; (%)
M — MUT(i);
ENDWHILE;
AUSGABE T = (M, E');
END;

Definition (Komponente):
Sei G = (V,E) Graph mitv € V.

W :={w eV | Jv—w-Pfad in G} bzw. Gw]

nennt man Zusammenhangskomponente (von v) oder Komponente.

Beispiel 30 (Komponenten):

O

Dieser Graph hat 3 Komponenten.
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6 Graphen

Satz 6.3:
Die Komponenten eines Graphen kénnen in O(n + m) bestimmt werden.

Beweis (von Satz 6.3):
Folgendes Verfahren leistet das Verlangte. Dabei sei G = ([n], E') als Adjazenzliste gege-
ben. k ist der Komponentenzéhler:

ALGORITHMUS KOMPONENTEN ((G);
BEGIN

k<< 1;

GLOBAL M « 0;

FOR v=1...n DO

IF v ¢ M:
G}, «— TIEFENSUCHE’ (G, v) ;
k—k+1;
AUSGABE: Liste Gq,...,Gr_1;
END;

Dabei ist TIEFENSUCHE’ wie TIEFENSUCHE, jedoch ist die Zeile (*) nun wie folgt:
E'— E'U{{i,j}|jeT(i)}
e Laufzeit von TIEFENSUCHE’ ist O(m(Zusammenhangskomponente von v))

e Laufzeit durch Schleife: O(n)

o Gesamtlaufzeit fiir TIEFENSUCHE’ (alle £ — 1 Aufrufe):

Definition (Abstand zwischen Knoten):
Der Abstand zwischen v und w / dist(v,w) ist die minimale Linge (Anzahl der
Knoten) eines v—w-Pfades in G. Falls kein v—w-Pfad existiert, gilt: dist(v,w )= oco.

Satz 6.4:
Die Absténde dist(v, w) fiir ein v € V und alle w € V koénnen in O(m) bestimmt werden.

Beweis (von 6.4):
Folgendes Verfahren leistet das Verlangte. Dabei sei S eine Schlange und a ein Feld:
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6.4 Tiefen- und Breitensuche

ALGORITHMUS ABSTANDE (G);
BEGIN
M — v;
S —v;
alv] « 0;
alw] «— oo Vw # v;
WHILE S # 0
w <+ DEQUEUE(S);
FOR u € I'(w)\M
QUEUE (S, u) ;
M — M U{u};
alul «— alwl+l; (%)
ENDWHILE;
AUSGABE: Feld a;
END;

Laufzeit: O(m) wie bei Breitensuche.

Noch zu zeigen: a[w] =dist(v, w) Vw € V

e z nach y in S aufgenommen: afz] > afy]

o 1,y gleichzeitig in der Schlange = |a[z] —ay]| < 1
Induktion nach Anzahl der WHILE-Schleifendurchlaufe= &

— Induktionsanfang k = 0: OK.
— Induktionsschritt £k — k + 1: w wird aus S entfernt, I'(w) zugefiigt

* Vo € S\(I'(w)\M) : |az] — a[w]| < 1 nach Induktionsvoraussetzung
Vu € T'(w)\M : |a[z] — a[w]| = 1 nach (**)
x Yu € T'(w)\M : a[u] = a[w] + 1 > a[w]

e a[w| >dist(v,w), denn das Verfahren findet einen v — w-Pfad der Linge afw]

o afw| <dist(v, w):
Induktion nach dist(v, w):

— Induktionsanfang: dist(v, w) = v = w: OK
— Induktionsschritt dist(v, w) > 1:
Sei z Nachbar von w auf kiirzestem v — w-Pfad
= dist(v,2z) = dist(v,w) — 1
—_— —

alz] nach IV <alw]—1
Deshalb wird z vor w in S aufgenommen.
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6 Graphen

Fall 1: Als z aus S entfernt wird, ist w bereits in S
= alw] < alz] + 1 = dist(v, z) + 1 = dist(v, w)

Fall 2: sonst wird w zu diesem Zeitpunkt in S aufgenommen und a[w] «— a[z] + 1
zugewiesen.
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7 Greedy-Algorithmen

=» Literatur: [Hougardy]

Prinzip: Finden einer Losung, die stiickweise zusammengesetzt wird. Dabei sind die

Stiicke lokal optimal.

e Beispiele fiir Greedy-Algorithmen:

— Prim

— DIJKSTRA

— Algorithmus aus | Ubungsaufgabe 51

e Gegenbeispiel: | Ubungsaufgabe 52

Frage: Wann ist dies auch global optimal? (greedy = gierig)

7.1 minimal spannende Baume

Definition (gewichteter Graph):
(G,w) ist ein (kanten-)gewichteter Graph: G = (V,E) Graph und w: E — Ry

Beispiele:

e Rechenzentren und Kosten, je zwei davon zu verbinden

100%

o Straflennetz und Entfernungen oder Fahrzeiten
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7 Greedy-Algorithmen

Definition (minimal spannender Baum/MST):
Sei G = (V,E), w: E — Ry ein kantengewichteter Graph.

T = (V,E') mit E' C E ist ein minimal spannender Baum/MST, genau dann
wenn

o T cin spannender Baum ist

o w(T)=w(E)= Zw(e) = min{w(T") | T" spannender Baum}
eck

Greedy-Algorithmus fiir MST (PRriM):
Sei G = ([n], E),w: E— R;.

ALGORITHMUS PrIM (G, w);

BEGIN
M — {1};
E' —0;
WHILE M +# [n]
e ={u,v} «— argmin{w(e) |e € E,u € M,v € V\M}; (%)
E' — FE' U{e};
M — M U{v};
ENDWHILE;
AUSGABE T = (M, E');
END;

In Zeile (*) wird die Kante mit den geringsten Kosten gesucht, die aus der markierten
Knotenmenge M herausfiihrt.

Dabei sei argmin sei wie folgt definiert: Sei S eine Menge und f : S — R.
argmin{f(z) |z € S} :=einz € S: f(x) = min{f(2') | 2/ € S}

Beispiel 31 (minimal spannender Baum):
Der Algorithmus PRIM arbeitet wie folgt:

Eingabe: gewichteter Graph
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7.2 kiirzeste Wege

Ausgabe: minimal spannender Baum

Satz 7.1:
Die Ausgabe von PRIM ist ein MST.

Beweis (von Satz 7.1):
Sei T' ein MST, der moglichst viele Kanten mit 7' gemeinsam hat. Antithese 77 # T.
T = argmax{|E(T") N E(T)| | T MST}

Sei e = {u, v} die erste Kante, die zu T kommt und nicht in 7" liegt.

Sei P der u — v-Pfad in 7" und ¢ = {u/,v'} die erste Kante auf P mit v’ € M,
v € VAM (als e zu T kommt).

Da PRIM e ausgewihlt hat, muss gelten: w(e) < w(e’).

Also ist T =T’ — ¢’ + e ein MST mit einer mit 7' gemeinsamen Kante mehr als
T’. Widerspruch!

7.2 kiirzeste Wege

Definition (kiirzester Weg):
Sei G = (V, E) ein kantengerichteter Graph mit w : E — Ry und u,v € V.

Ein u — v-Pfad P ist kiirzester (u —v-) Weg genau dann wenn

d(u,v) == w(P) = Z w(e) = min{w(P") | P'u — v-Pfad}
ecE(P)
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7 Greedy-Algorithmen

Definition (kiirzester-Wege-Baum):
T ist ein kiirzester- Wege-Baum (zu u), wenn

e T ist spannender Baum

e der u—v-Pfad in T ist ein kiirzester u — v-Weg (Vv € V')

Greedy-Algorithmus fiir kiirzeste-Wege-Baum (DIJKSTRA):

Sei G = (V,E),w: E — Ry,u € V. Das Feld d[z] speichert die Entfernungen von u zu
den jeweiligen Knoten z. Das Feld p[z] enthilt den Vorgénger von x auf dem kiirzesten
Pfad von u. M sind die markierten Knoten und E’ enthélt die Kanten des entwickelnden

Baumes.

ALGORITHMUS D1JKSTRA (G,w,u);
BEGIN
EINGABE G, w,u;
M — 0;
d[u] < 0;
djv] — oo (Vv e V\{u});
pv] —L (Vv eV);
WHILE M #£V
v« argmin{d[v'] | v' € V\M};
M — M U{v};
FORALL v’ € I'(v)\M
IF d[v] + w({v,v'}) < d[v']
A — d] + w({e, v}
plv'] < v;
ENDIF;
ENDFOR;
ENDWHILE;
E" — {{plv],v} | v e V\{u}};
AUSGABE T = (M, E');
END;

Satz 7.2:
Die Ausgabe von DIJKSTRA ist ein kiirzester-Wege-Baum fiir u.

Beweis (von Satz 7.2):
Es gentigt zu zeigen, dass vor und nach jedem WHILE-Schleifendurchlauf gilt:

1. d[v] ist die Lénge eines kiirzesten u — v-Weges in in G[M U v].
p[v] ist der Vorgénger von v auf einem solchen.
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7.2 kiirzeste Wege

2. Vo € MYy € V\M : dz] < d[y]

Beweis durch Induktion iiber die Anzahl der Schleifendurchlaufe:

Induktionsanfang (= 1):
Nach erstem Durchlauf:

w{u,v}) veTl(u)

o0 sonst

e dlu] =0, djv] = {

u veTl(uw)

1 sonst

o plul =L, plv] = {

Induktionsschritt (41):
Sei v der Knoten, der im letzten Durchlauf zu M kommt; M, p, d der Zustand vor
diesem.

Zu zeigen: 1. und 2. gelten auch nach diesem Durchlauf

Zu 2.:

o seix e M,y e V\(MU({v}).

e dann gilt: d[z] < d[v] < d[y]
h TV

e d[z] und d[v] &ndern sich nicht;

e d[y] kann auf djv] + w({v,y}) geéndert werden.

>dlv]
e also gilt nach dem Durchlauf d[z] < d[v] < d[y] = 2.
Zu 1.:
e seiy e V\(MU({v})
zu zeigen: nach dem Durchlauf d[y|= Lénge kiirzester Weg in G[M U {v,y}]

e gibt es einen kiirzesten u — y-Weg in G[M U {v,y}|, der v nicht benutzt, dann gilt
1. nach Induktionsvoraussetzung

e andernfalls benutzt jeder kiirzeste u — y-Weg in G[M U {v,y}] v, und zwar als
Vorgénger von y

(wére x € M Vorgénger, dann d[x] < d[v] wegen 2. und es gibt einen kiirzesten
Weg, der v nicht benutzt)
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7 Greedy-Algorithmen

e dann gilt d(u,y) = d(u,v) + w({v,y}) i d[v] + w({v,y}) > d[y] (nach dem Schlei-
fendurchlauf)

plyl =v

7.3 Laufzeit von Prim und Dijkstra

Beide beruhen auf SUCHE
Frage: Wie wird der néchste Knoten gewahlt?
e PriM: moglichst dicht an M

e D1JKSTRA: moglichst kurzer Weg zu u

In beiden Féllen: V\M geordnet durch Abstdnde: Zahlen = Schliissel

Realisiere V\M als Liste

e Suche des kleinsten Schliissels dauert O(|V\M]|): ein Durchlauf pro v € V, jeder
braucht O(d(v)) Schritte

e Laufzeit: O(iz + Z d(v)) = O(n* +m)

i=1 veV

Schneller mit Heaps

e speichern als Feld
o Versickern(i):

—a<b<cunda < c = fertig
— a > b > c: tausche a und ¢, danach Versickern(2i + 1)

Laufzeit: O(nlogn) (genau O(n))
e build-heap mit Laufzeit O(logn)

e min-entf = Entferne(1)
Entferne(i) mit Laufzeit O(logn)

e decrease-key(2i,0’) mit Laufzeit O(logn)

= Laufzeit von PRIM und D1IJKSTRA: O((n + m)logn)
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8 Dynamische Programmierung

=» Literatur: [Cormen et al.]

Erinnerung: Divide & Conquer: Aufgabe (rekursiv) in Teilaufgaben zerlegen, diese
rekursiv 16sen und dann zusammensetzen (top-down).

e Beispiel: Mergesort
Laufzeit (Anzahl Vergleiche): T'(n) = 2T(5) +n = O(nlogn)

e Anti-Beispiel: Fibonacci-Zahlen
F0):=0,F(1):=1,F(n+2)=F(n+1)+ F(n),ne N
Laufzeit bei D&C (Anzahl Additionen): T'(n) um F'(n) zu berechnen:
T(n+2)=T(nm+1)+T(n)+1>2T(n)+1> 25 = exponentielll

Besser: F(2) = F(1)+ F(0), F(3) = F(2)+ F(1), ..., F(n+2) = F(n+ 1)+ F(n)
= n + 1 Additionen

Fazit: Zwischenergebnisse merken (bottom-up)

8.1 Das Wortproblem fiir kontextfreie Sprachen

Definition (Wortproblem):
Gegeben: L C¥* x € ¥*  Frage: x € L?

Nach Satz 3.2 ist das Wortproblem fiir kontextfreie Sprachen, gegeben durch einen LBA
entscheidbar.

Beweisprinzip:

e D = (V, A) gerichteter Graph mit V' Konfigurationen des LBA,
A> (K,K'):< KFK'.

e Anzahl der Konfigurationen |V | =n-|Z]-|T|" (fir x = x1...2p).
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8 Dynamische Programmierung

e Tiefensuche: Ist eine Endkonfiguration von K, erreichbar?

= exponentielle Laufzeit in |z|

Satz 8.1:
Sei L € CFL durch G = (V,X, P,S) in CNF gegeben. Dann kann x € L in O(|P| - |z|?)
entschieden werden.

Beweis (von Satz 8.1):
Beweisidee: Dynamische Programmierung: der folgende Algorithmus von Cocke, Younger
und Kasami (CYK) leistet das Verlangte. Dabei sei © = x7 ... xy:

ALGORITHMUS CYK (x);
BEGIN
FOR j=1...n
FORi=1...n—j+1
Berechne ‘/i,j = {A eV | A :>E Ti... Ct?l'Jrj,l}
aus Vi und Vi j fiiralle k=1...5—1; (%)
ENDFOR;
ENDFOR;
IF SeVi,
THEN Ausgabe 1;
ELSE Ausgabe 0;
ENDIF;
END;

S € Vi, bedeutet: S =7 x1...2,. Wenn (*) funktioniert, ist CYK korrekt und die
gesamte Laufzeit von CYK ist n?-Laufzeit fiir (*).

Beweis der Korrektheit von (*) durch Induktion iiber j:

Induktionsanfang (j = 1):
‘/;71:{A€V’A:>EII)Z}

e A=ta; & A— ;€ P (Gistin CNF)
e Berechnung V; ; in O(|P|) (alle Produktionen miissen betrachtet werden)

Induktionsschritt (j > 1):
V;"j = {A eV ‘ A :>Zv xi---xi-i-j—l}

o A=%u;...xi4j1 & A=g BC =5 x;...xi1j-1 (G ist in CNF)
< dk € []—1]B:>E xi...xi+k_1,C :>E $i+k...$i+j,1,A—>BC€P
©Ik:BEViCEVispjA— BCEP
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8.1 Das Wortproblem fiir kontextfreie Sprachen

e Berechnung von (*): Gehe alle Produktionen A — BC durch,
priffe, ob3dk € [j —1]:i: B € Vi und C € Vigp j—i

jaz Vig Vi U{A}
o Laufzeit: O(|P| - k)

Da k hochstens n ist, gilt fiir die Gesamtlaufzeit von CYK: O(|P| - n?) 0

Beschreibung von CYK:
Ausgangsfrage: S =7, x7
Teilfragen: A =5 x;... 21517 (AeV,j=1,...,n—j+1undj=1,...,n)
Wir setzen
e Vii={AcV|A— 2z € P}und
j—1
o Vi;=|J{A€V[3IB€eV;;3C € Viyp r:A— BC e P}

k=1

Damit lassen sich also

e Vit,Vor,..., V11, Vi

o Vio, Voo, ..., Vii12

L Vl,n
berechnen.
Esgilt: z € L& S € Vi,

Beispiel 32 (CYK):
Sei G = ({S, A, B, Xo, Xp},{a,b}, P, S) mit P:

S — XA, BXp, XXy A—SXy B—X,S Xo—a Xp—0b

gegeben. Gilt aabb € L(G)?

a a b b
J=1|Xo | Xoa | Xp | Xp
210 | S| 0
3| B A
41 S

81




8 Dynamische Programmierung

Da S € Vi 4 gilt: aabb € L(G).

Bemerkung;:
Speichere V; ; als Feld mit Eintrag pro A € V:

A—x; falls j =1, A - x; € P
VijlA] =< (A — BC,k) fallsj>1,B¢€ Vie,C € Vi jr,A— BC€P
L sonst

FOR k=1...j—1
FORALL A —- BC € P
IF Vii[B] #L AViggjx[C] #L
Vil Al — (A — BO.k);
ENDIF;
ENDFOR;
ENDFOR;

Laufzeit: O(j - |P|) = O(|z|® - |P|), weil O(]z|?) V; ; berechnet werden miissen.
Falls A € V; ;, also V; ;[A] #L (2.B. V; ;[4] = (A — BC,k)) kann (rekursiv) gefunden

werden:

1. B =>Zv Tjooo Tiql—1

2. C :>Zv Titk - Titj—1

Daraus wird A =g AB =% x;... 2ipk—1C =5 ... i1 j—1 (Backtracking)

Bemerkung:

Der CYK-Algorithmus hat bei dynamischer Programmierung polynominelle Laufzeit,
wihrend er bei Rekursion exponentielle Laufzeit hat, da hier keine Zwischenergebnisse
gemerkt werden.
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8.2 Das Travelling-Salesman-Problem

8.2 Das Travelling-Salesman-Problem

Definition (Travelling-Salesman-Problem):
Das Travelling-Salesman-Problem / TSP ist wie folgt definiert:

e gegeben: n > 3,w : ([g]) — Ry

e gesucht: kiirzeste Tour im K,, mit Kantengewichten w,

d.h. Kreis C = ([n], {{i1, 12}, {i2,i3}, ..., {in,i1}})
mit w(C) = Z w(e) minimal.
ecE(C)

Dies wird als TSP(n,w) bezeichnet.

Beispiel 33 (Travelling-Salesman-Problem):

4!
Es gibt 3 mogliche Losungen fiir dieses TSP.

Bemerkung:
Fiir das TSP ist kein Polynominalzeit-Algorithmus bekannt. Gibt es ein gutes Exponen-
tialzeitverfahren?

Naiver Ansatz: ,Brute Force“ mit ,vollstindiger Enumeration“ (d.h. Errechnen aller
Moglichkeiten und Ausgabe der besten Losung). Sei dazu f eine Liste fiir den jeweils
aktuell errechneten Kreis, mf eine Liste des bisher besten Kreises, m das Gewicht dieses
Kreises (intialisiert mit der oberen Schranke des T'SP(n,w), ndmlich der Summe aller
Gewichte), sowie

Cy = ([n], {FOL 21 - A S I = 1], Fln]} A F 0], £13D)
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8 Dynamische Programmierung

ALGORITHMUS TSPBF (n,w);
BEGIN
M « geordnete Liste: 1,...,n;
f < leere Liste;
mf <« leere Liste;
me > w{i,j});
1<i<j<n
BraNCcH(M, f);
AUSGABE C,f;
END;

Dazu ist BRANCH wie folgt definiert:

PROCEDURE BRANCH (M, f);
BEGIN
IF L=10
IF w(Cf) <m
m —w(Cy);
mf — f;
ENDIF;
ELSE
FORALL ¢z € L
L — L\{i};
f—fuli};
BRANCH(L, f);
f— i}
L — LuU{i}; (%)
ENDFOR;
ENDIF;
END;

An der Stelle (*) wird 7 an der alten Position in die Liste eingefiigt.

Die Laufzeit von TSPBF ist ©O(n!) = @((%)"Jr%) = 20(nlogn)

Dabei gilt: f(n) = 0(g(n)) = f(n) =O0(g(n))Ag(n) = O(f(n)) Die ©-Schreibweise ist
genauer als die O-Schreibweise, da letztere nur eine Obergrenze der Laufzeit beschreibt.

Durch dynamische Programmierung kann eine Komplexitit von O(n?2") erreicht wer-
den.

e Problem bei TSP: Wie sehen Teilprobleme aus?
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8.2 Das Travelling-Salesman-Problem

o Uberlegung: Pfade sind einfacher — betrachte Pfade, die vorgegeben Knotenmenge
besuchen

Lemma 8.2:
Seil € [n]\{1} und 1 € S C [n]\{l}. Setzen f(S,l) = Lénge eines kiirzesten 1 — [-Pfades,
der alle Knoten in S besucht.
(i) [SI=1= f(51) =w{1,1})
(i) |S] > 1= f(S,1) =min{f (S, ") +w({l',1}) | S U{l'} = S,1 # 1} =: M(S,1)
(iii) TSP(n,w) =min{f(S,0) + w({l,1}) | [n] = S U{i},1 # 1}

Beweis (von Lemma 8.2):
Die Punkte (i) und (iii) sollten klar sein.

Beweis von (ii) durch Induktion nach |S]:

Induktionsanfang (|S| =1):
siehe (i)

Induktionsschritt:
Zu zeigen: f(S,1) = M(S,1)

e Richtung >:

Sei P kiirzester 1 —[-Pfad der alle in S besucht, I’ der Vorgéinger von [ auf P’, dem
in P enthaltenden 1 — I’-Pfad.

w(P) = w(P) + w({L,I}) = FIS\{ILI) +w({L,I'}) > M(S,])

e Richtung <:
Das Minimum M (S, 1) werde fiir S” und I’ mit S = 5" U {lI'} angenommen.
Sei P’ ein kiirzester 1 — I’-Pfad, der alle in S’ besucht.
X w(P) = f(s,1)
P sei der Pfad, der durch Anhéngen von [ an P’ entsteht
= w(P) = f(5 ) +w{l,I'}) = M(S,1)

P besucht alle in S
= f(5,1) <w(P) = M(S,1)

Satz 8.3:
Das T'SP(n,w) kann in O(n?2") berechnet werden.
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8 Dynamische Programmierung

Beweis (von Satz 8.3):
Der folgende Algorithmus TSPDP benutzt dynamische Programmierung und leistet das
Verlangte:

ALGORITHMUS TSPpP;

BEGIN
FOR [=2...n
L = w({L 1);
ENDFOR;
FOR s =2...n— 1 ()
FORALL S € () mit 1€ S
FORALL [ ¢ S
FI8,1] — min{ S, 1] + w({l,1}) | &' U {I'} = S,1 £ 1};
ENDFOR;
ENDFOR;
ENDFOR;
Ausgabe: min{f[S, | +w({l,1}) | SU{l} = [n],l # 1};
END;

Dass TSPDP gerade T'S' P berechnet, folgt gerade aus Lemma 8.2.
Fiir die Laufzeit ist die Schleife (*) entscheidend:
e die innere FOR-Schleife hat n — s < n Iterationen

e das Minimum wird iiber s < n Terme gebildet, kann also in O(n) bestimmt werden
= Laufzeit der inneren FOR-Schleife ist O(n?)

o die innere Schleife wird fiir jedes S C [n] hochstens einmal durchlaufen, also hochs-
tens 2" mal

= Laufzeit von (*): O(n?2") O

Bemerkung:
Der Algorithmus TSPBF braucht nur O(n) Speicher.

Speicherbedarf bei dynamische Programmierung (TSPDP):

e Annahme: n gerade, betrachte Fall s = 5

.. n
e es missen |

) Spalten gemerkt werden
2
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8.3 Knapsack-Problem

= exponentieller Speicherbedarf

Die optimale Tour kann mit Backtracking gefunden werden.

8.3 Knapsack-Problem

Definition (Knapsack-Problem, KP):
Das Knapsack-Problem / KP ist wie folgt definiert:

e gegeben: ay,...,0n, g1,---,9n, G

e gesucht: S C [n] mit g(S) = Zgi < G und a(S) = Z a; mazimal.
iesS €S

Dies wird als KP(ay,...,an,91,---,9n,G) bezeichnet.

Beispiel 34 (Knapsack-Problem):
Das gegebene KP hat die Losung S = {az}
i|1][2]3]4]5

gi | 25149 12|12 |13
a; |49 |80 | 12 | 12 | 20

Idee: dynamische Programmierung

Entscheidung, ob n € S oder nicht, abhéngig davon, welcher Nutzen in [n — 1] mo6glich
ist bei Rucksackgrofe G’ =0...G

Lemma 8.4:

KP(ay,...,an,91,--,9n,G") = max{KP(ai,...,an-1,91,--9n-1,G');
KP(ala---aanflagl)”'agnflaG/_gn) +an}
=:0, falls G—gn <0

Beweis:
Zunichst werden die Teile des Lemmas benannt:

KP'

KP(ai,...,an,91,--,9n,G) = max{KP(a1,...,an-1,91,---9n-1,G);

KP
KP(ala ey Ap—1,91,--- agnflaG, _gn) + an}
KPP
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8 Dynamische Programmierung

Richtung <:

Sei S C [n], sodass a(S) = KP, ¢(S) <G.
Fallunterscheidung:
e nesS:S:=8\{n}
= a(S’) =a(S) —apn, 9(5") =9(S) —gn < G — g,
= KP" > a(S) + a, = a(9)
= max{KP',KP"} > KP
en¢S: KP' >a(S)=KP
= max{KP',KP"} > KP

Richtung >:

Sei S C [n— 1] mit a(S") = KP' und ¢(S) <G
—~ KP>a(S') = KP'

Sei S” C [n — 1] mit a(S”) = KP" — a, und g(S") < G — g,

= S"U{n} erfiillt a(S”" U{n}) = KP" mit g(S" U{n}) <G
= KP>KP"

Satz:
KP(ay,...,an,91,---,9n,G) kann in O(n — G) berechnet werden.
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A Einfiihrung in die Graphen-Theorie

A.1 Definitionen

Definition (Graph):
FEin Graph G ist ein 2-Tupel G = (V, E).

o V ist eine endliche Menge von Knoten (vertices).

e I C (‘2/) (die zweielementigen Teilmengen von V') ist die Menge der Kanten
(edges).

Definition (Ordnung, gerichtete Graphen, einfache Graphen):
[V] heifit Ordnung von G und wird oft mit n beschrieben. |E| :=m

G heifst gerichtet, falls E C V x V (d.h. die Kanten nicht Mengen, sondern
geordneten Paare).

Einfache Graphen enthalten keine Loops (Kanten der Form (v,v)) oder Multi-
kanten (mehrere Kanten zwischen zwei Knoten).

Definition (adjazent, inzident, Nachbarschaft, Grad):

Zwei Knoten heiflen adjazent, falls (u,v) € E. (Dies gilt fiir gerichtete und
ungerichtete Graphen.)

Ein Knoten v € V und eine Kante e € E sind inzident, falls v € e.

Die Nachbarschaft eines Knotens v € V. wird beschrieben durch
L) :={u| (v,u) € E}.

Der Grad eines Knotens v € V ist die Anzahl seiner Nachbarn: d(v) := |['(v)|
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A Einfiihrung in die Graphen-Theorie

Definition (Weg):
Ein Weg W im Graph G = (V,E) ist ein t-Tupel (wy,...,w;), so dass
Vwi, wir1 € W gilt: (w;, wi41) € E.

Ein Weg heifit Pfad, falls jedes w; nur einmal in W vorkommt (schleifenfreier Weg).

Definition (Baum):
Ein Graph ist ein Baum, falls je zwei Knoten aus G durch genau ein Pfad verbunden
sind.

A.2 Speicherung von Graphen

1. Adjazenzliste

Notiere zu jedem Knoten seine Nachbarn in einer Liste.

e Platzbedarf: O(m)
e Zeitbedarf fiir die Suche e € E?: O(n)

2. Adjazenzmatrix

e Platzbedarf: O(n?)
e Zeitbedarf fiir die Suche e € E7: O(1)

Beispiel 35 (Graph):
G1 = (V,E) mit

o V={1,234,5}
o E={{1,2},{1,3},{1,4},{2,4},{2,3},{3,4},{3,5},{4,5}}

Der Graph G hat folgende Adjazenzmatrix:

90



A.3 Tiefensuche

1 2 3 4 5
110 1.1 1 O
2 0 1 1 0
3 0 1 1
4 0 1
) 0

Die Zellen unter der Hauptdiagonale miissen nicht ausgefiillt werden, da G ungerichtet
ist und somit keine neuen Informationen gespeichert werden wiirden.

Es gilt: G; hat die Ordnung n =5, |E| =8, d(1) = |I'(1)| = [{2,3,4}| = 3.

Satz:
Jeder Algorithmus der im , intuitiven* Modell Zeitaufwand O (t(n)) hat, kann durch eine
2-TM mit Zeitaufwand O (t(n)?) simuliert werden.

Beweis:
Siehe [Papadimitriou, Chapter 1.2].

Unter dem ,intuitiven“ Modell versteht man eine beliebige Programmiersprache, die
mittels Schleifen (z.B. WHILE oder FOR), Verzweigungen (z.B. IF), Grundrechenarten
(Addition und Subtraktion), Speicherzugriffen (mit konstanter Zugriffszeit) und Rekur-
sion ein Problem l6sen kann. Die Bezeichnung ,,intuitiv® bezieht sich auf die Church’sche
These, die sich auf ,,intuitiver Berechenbarkeit“ bezieht.

A.3 Tiefensuche

Gegeben sei folgender Algorithmus fiir die Tiefensuche in Graphen:

PROCEDURE INITIALISIERUNG (G, w);
BEGIN

FOR v € V DO num[v] := 0;

FOR ¢ € {1,...,n} DO knot[i] := u;
FOR v € V DO bekannt[v] := FALSE;
FOR v €V DO Vor[v] := v;

t := 0;

bekanntlu| := TRUE;
TIEFENSUCHE (G, u) ;

END;
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A Einfiihrung in die Graphen-Theorie

ALGORITHMUS TIEFENSUCHE(G,v)

BEGIN

t :=t+ 1;

numlv] := t;

knotlt] := v;

FOR w € I'(v) DO IF NOT bekannt[w] THEN BEGIN
bekannt|w] := TRUE;
Vorlw] := v;
TIEFENSUCHE (G, w) ;

END;

END;

Satz:
Die Laufzeit des Algorithmus ist O(m + n).

Beweis:
Initialisierung ist O(n) wegen der FOR-Schleifen. In der Prozedur Tiefensuche wird die
FOR-Schleife fiir jeden Knoten genau einmal aufgerufen.

t = O Zvevd(v)> +O(n)
= O(2m)+ O(n)
= O(m)+O(n)
= O(m+n)

Y

Da jeder Kante bei der Nachbarsuche zweimal gezahlt wird, gilt ) -y d(v) = 2m.

Fiir unzusammenhéngende Graphen kann die Initialisierung geéindert werden, sodass die
Tiefensuche solange aufgerufen wird, bis alle Knoten besucht wurden.
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Glossar

IN

gl

&l

el

Schritt einer Turingmaschine von einer Konfiguration in die néchste.
Beispiel: K, - K1+ ...+ Ky

Reduzierbar auf.
Beispiel: A < B

Abkiirzungszeichen bei Funktionen:
1. My () ist die Funktion, die von der Turingmaschine M,, berechnet wird
2. 1(-) = 7 ist dquivalent zur Schreibweise | (z) =1 Vz

Zeichenkettenvariation, die nach jedem Zeichen ein $ schreibt.
Sei w = wy ... wy,. Dann ist W = w1$ws$. .. w,$.

Zeichenkettenvariation, die vor jedes Zeichen ein $ schreibt.
Sei w = wy ... wy,. Dann ist W = $w;$ws$. .. $w,

Zeichenkettenvariation, die vor und nach jedem Zeichen ein $ schreibt.
Sei w = wy ... wy,. Dann ist W = $wSws$ . .. $w,$

Nicht definiert.
Beispiel: Fiir f(x) = % gilt: f(0) = 1.
Maschine stoppt nicht.

Ableitungsschritt iiber Grammatik G
Beispiel: S =¢g e

Variablenzuweisung
Beispiel: A — {a} bedeutet: A := {a}

Blank. Leere Zelle auf dem Band einer Turingmaschine.

Raute/Hash. In der Kodierung einer TM Trennzeichen von Binércodes.

Beispiel: y = K, ##HK1#F# ... ##K;
AuBerdem Kelleranfangszeichen bei Kellerautomaten (# € I').

Disjunkte Vereinigung.
Beispie: AUB=AUBAANB =10
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A Symmetrische Differenz. A A B= A\BU B\A

(‘2/) Menge der zweielementigen Teilmengen der Menge V':
Beispiel: Sei V' = {a, b, c,d}.
Dann ist (‘2/) = {{a,b},{a,c},{a,d}, {b,c}, {b,d},{c,d}}

xL(z) Charakteristische Funktion, die entscheidet, ob = € L.

XL(x) Semi-charakteristische Funktion, die semi-entscheidet, ob = € L.
C, Kreis.
CFL Context-Free Languages. Kontextfreie Sprachen.

CFL={L|L vom Typ 2}

CSL Context-Sensitive Languages. Kontextsensitive Sprachen.
CSL={L| L vom Typ 1}

co-R Menge der Komplemente.
co-R={A| Ae R}

DFA Deterministic finite automaton. Deterministischer endlicher Automat.
DTM Deterministische Turingmaschine.

E, Leerer Graph.

€ Das leere Wort. Es gilt: || =0

I'(v) Nachbarschaft des Knotens v:

I'(w):={u| (v,u) € E}

H Halteproblem.
H = {w#z | My, ist 1-DTM, My (z) #7; w,z € {0,1}*}

K spezielles Halteproblem.
K ={we{0,1}* | M), 1-DTM, M,, #7}

K, Vollstandiger Graph/Clique.

K(F) Die Menge der Turingmaschinen M,,, die die Funktionen aus F berechnen.
K(F) ={w]| My(-) € F} ¢ REC

k-DTM  Deterministische Turingmaschine mit & Bindern
kf Kontextfrei.

L(M) Die Sprache, die von der Turingmaschine M akzeptiert wird.
Beispiel: L(M) = {x | M akzeptiert die Eingabe z}

LBA Linear beschrankter Automat.
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Mw()
MPKP

MST
NFA

PKP

Qn
RE

REC

REG

RegExps,

™
TSP
UTM

zsh

Turingmaschine mit Goédelzahl w.
Die Funktion, die die Turingmaschine M,, berechnet.

Modifiziertes Post’sches Korrespondenzproblem. Erste Ziffer der Losung muss
1 sein (i =1).

Minimal spannender Baum.

Non-deterministic finite automaton. Nicht-deterministischer endlicher Auto-
mat.

Komplexitétsklasse.
O(f) ={g:N—=R|3IcecR>"3Ing e N:g(n) <c-f(n),¥n>no}

Endliche Potenzmenge.
PBe(A) = {B C A| B endlich}

Pfad.
Post’sches Korrespondenzproblem.
Hyperwiirfel.

Recursively enumerable. Menge der rekursive aufzéhlbaren Sprachen.
RE = {A| A ist rekursiv aufzéhlbar}

Recursive. Menge der entscheidbaren Sprachen.
REC = {A | A ist entscheidbar}

Regulédre Sprachen.
REG ={L | L vom Typ 3}

Reguldre Ausdriicke iiber X.
RegExpy, = ({R}’ XU {(’ )’ |’ *, @, 5}’ P, R)

Turingmaschine.
Travelling Salesman Problem
Universelle Turingmaschine.

Zusammenhéngend.
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Beispielverzeichnis

2-DTM, 10

Ableitung, 25
Addierer-Turingmaschine, 11
Adjazenzmatrix, 66

Baum
minimal spannender, 73
Breitensuche, 67

Clique, 60
CYK, 80

DFA, 34

Graph, 89
isomorpher, 62
leerer, 60
spezieller, 60

Halteproblem bei leerem Band, 17
Hyperwiirfel, 60

Index einer Sprache
endlicher, 43
unendlicher, 43

Kellerautomat, 47
Knapsack-Problem, 86
Komponenten, 68
Konfigurationsiibergang, 6
Kreis, 60

LBA, 28
Links- und Rechtsableitung, 26

minimal spannender Baum, 73

MST, 73
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NFA, 34

Pfad, 60

PKP/MPKP, 19

Pumping-Lemma
kontextfreie Sprache, 50
regulédre Sprache, 40

reguldre Ausdriicke, 24
Sprache der, 25

Satz von Rice, 18
Sprache
Entscheidbarkeit, 8
Start-, Uberfithrungs-, Abschlussregeln,
30

Tiefensuche, 67
Travelling-Salesman-Problem, 82
TSP, 82

Wortproblem
kontextfreie Sprachen, 80
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CNF, 49

Cocke, Younger, Kasami, 79
CSL, 27

CYK, 79

DFA, 33
Digraph, 58
Dijkstra, 75
Laufzeit, 77
dist, 69
Divide & Conquer, 78

dynamische Programmierung, 78

Entscheidbarkeit, 56
Fibonacci-Zahlen, 78

Grammatiken
Abstufungen, 27
Definition, 24
kontextfrei, 26
kontextsensitiv, 26
regulér, 26
Typ 0, 26, 27
Typ 1, 26, 27
Typ 2, 26
Typ 3, 26

Graph, 88
Baum, 63
einfache, 88
gerichtet, 58, 88
gewichtet, 72
isomorph, 62
kantengewichtet, 72
kreisfrei, 63
leer, 59



Ordnung, 88
Speicherung, 89
ungerichtet, 58
vollstéandig, 59

zsh, 63
zusammenhéngend, 63

Halteproblem, 14
bei leerem Band, 17
spezielles, 15
Hyperwiirfel, 59

Index einer Sprache, 43
inzident, 88
Isomorphie, 62

Kanten, 58, 88
Keller, 66
Kelleralphabet, 46
Kelleranfangszeichen, 46
Kellerautomat, 46
Knapsack-Problem, 86
Knoten, 58, 88
Abstand, 69
Grad, 61, 88
Nachbarschaft, 61, 88
Komponente, 68
Konfiguration
akzeptierende, 7
Definition, 6

Folge-, 7
Start-, 7
Kreis, 59, 62

kreisfrei, 63
kiirzester-Wege-Baum, 75

Laufzeit, 65
Dijkstra, 77
Prim, 77
LBA, 28
Leerheitsproblem
fir CFL, 54
fir CSL, 55
linear beschrinkter Automat, 28
Listen, 66

INDEX

Mergesort, 78
MPKP, 19
MST, 73

Nachfolger, 50
NFA, 33

Pfad, 62, 89
PKP, 19
Post’sches Korrespondenzproblem, 19
Prim, 73
Laufzeit, 77
Produktionen, 24
Programmierung
dynamische, 78
Pumping-Lemma
kontextfreie Sprachen, 50
regulédre Sprachen, 40

queues, 66

RE, 8, 27

REC, 8

Reduzierung, 16

REG, 27

Regeln, 19
Abschlussregeln, 21, 29
Kopierregeln, 20
Loschregeln, 21
Startregel, 20
Startregeln, 29
Uberfiihrungsregeln, 20
Uberfithrungsregeln, 29

reguldre Ausdriicke, 39

Rice, Satz von, 18

Satz von Rice, 18
Satzformen, 24
Schlangen, 66
Schnittproblem, 53
Sprache
akzeptierte, 7, 33
dargestellte, 39
entscheidbar, 8, 12
erzeugte, 25
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Index, 43
Komplement, 12
kontextfrei, 46
Wortproblem, 78
regulér, 33
rekursiv aufzihlbar, 8
semi-entscheidbar, 8, 12
stacks, 66
Syntaxbaum, 50

Teilgraph, 62
induziert, 62
Tiefensuche, 67, 68, 90
Travelling-Salesman-Problem, 82
TSP, 82
Turingmaschine
k-Band-Turingmaschine, 6
deterministisch, 6
Godelnummer, 13
Kodierung, 13
universelle, 14

Uberfithrungsfunktion, 6
UTM, 14

Variable, 24
Startvariable, 24
Variablen
indirekt, 66

Weg, 62, 89

kiirzester, 74

schleifenfrei, 89
Wortproblem, 31

kontextfreie Sprachen, 78
Waurzel, 50

Zeuge, 43

kiirzester, 43
Zusammenhangskomponente, 68
zusammenhéngend, 63
Zustand

Anzahl, 41

Endzustand, 6

minimale Anzahl, 42
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