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Serie 1

INSTITUT FUR INFORMATIK WS 2002
ALGORITHMEN UND KOMPLEXITAT 16. OKTOBER 2002
DRr. TiLL NIERHOFF

Theoretische Informatik I1

1. Serie — korrigiert

Abgabe bis zum 23. Oktober 2002

Aufgabe 1 [3+4+3 Punkte]
Beweisen Sie die folgenden mathematischen Aussagen fir 0 < a < 1, n € N =
{0,1,2,...}:

a) i g = 1_1an+1
i=0 B

(Hinweis zu a) und b): vollstindige Induktion)
b) 1—an+9" > (1-a)">1-an

¢) (1+a)" < e (Hinweis: Ableitung)

Aufgabe 2 [10 Punkte]
Nach der Vorlesung von Prof. Starke ist 7 = (X, Z, zy,6) eine Turing-Maschine,
wenn

e X ein endliches Alphabet mit O ¢ X,
e 7 eine endliche Menge von Zusténden und 2y € Z der Anfangszustand

eund §: Zx (Xu{Od}) = (Xu{O})x{R,L,N,S} x Z die Uberfiihrungs-
funktion ist.

Die erkannte Sprache dieser Maschine ist die Menge L(T) = {z € X*| T stoppt bei Eingabe z}.

Zeigen Sie die Aquivalenz zur 1-DTM nach folgender Definition:
Eine deterministische k-Band-Turingmaschine (kurz k-DT M) wird durch ein Tupel
M =(Z,%,T,4,q, E) beschrieben, wobei

e 7 eine endliche Menge von Zusténden und ¢y € Z der Startzustand,
e XY das Eingabealphabet mit O ¢ X,

e T das Arbeitsalphabet mit XU {O0} C T



o §:ZxT*F— (z x T* x {L, R, N}* ) U @ die Uberfiihrungsfunktion

e und E die Menge der Endzustéinde ist.
Die Maschine M erkennt die Sprache L = {z € X*| M gelangt bei Eingabe z in einen Endzustand}.

Aufgabe 3 [4+6 Punkte]

Beschreiben Sie in Worten welche Sprache die angegebene Turingmaschine M er-
kennt und wie sie funktioniert.

a) M= ({Zo,Zl},{d, b}v{”ﬁ b7 |:|},57 20, {Zl}) , wobei

5(2,’0,0,) = (Zlaby R)’ 5(z07b) = (21,(1., R)? 5(2}0, D) = (Zla DyN)

b) M = ({q,70,71,75,7}, 50, 51,1, ja, nein}, {0,1}, {0, 1,0}, 4, q, ja), mit der Uberfiihrungs-

funktion
4 (z, ) r=0 0 1

z=¢q | jo,O,N ry,0,R r, O, R
To je,0,N r;,0,R ry, 1, R
Ty je,0,N r},0,R r, 1, R
7"8 SOaD7L T;a07R TS,l,R
TT SlaD7L TIa07R TI,].,R

S0 [,0O,L nein, 0, N
31 nein, 0, N [,0,L
l ¢,0,R 1,0, L L,1,L

Aufgabe 4 [10 Punkte]

Geben Sie eine 1-TM mit dem Eingabealphabet ¥ = {|} an, die zwei unér kodierte
natiirliche Zahlen x und y multipliziert.
Aus der Eingabe |...| O |...| soll das Produkt |...| erzeugt werden.

N N~ ~—~

z+1-mal  y+1-mal z-y+1-mal
Argumentieren Sie, weshalb die von Thnen erstellte 7'M ihre Aufgabe erfiillt.



Aufgabe 1

Sei0<a<lundneN={0,1,2,...}.

Teilaufgabe a
Behauptung:

n+1

n
. 1—a
i _
Za - 1—a
=0

Beweis:
durch vollsténdige Induktion iiber n.

Induktionsanfang (n = 0):

0+1

0
: 1—a 1—a
7 0
= :1: =
Za “ 1—a 1—a

ist erfiillt.
Induktionsschritt (n — n+ 1):

n+1 n
§ :az — § :CLZ + an+1
i =0

=0
Indé\/or. 1 1_ an+1 + an+1
—a

_ 1— a”“ + (an+1)(1 o a)
N 1—a

1— an+1 + an+1 _ an+2
B 1—a

1— an+2
N 1—a

Teilaufgabe b
Behauptung:

2,2
1—an+% >(1—a)® >1—an



Beweis:
durch vollsténdige Induktion iiber n.

Induktionsanfang (n = 0):

1>1-a)’>1 & 1>1>1

ist erfiillt.

Induktionsschritt (n — n+1):

2 2 2(,)2
1 2 1
1—a(n+1)+w = 1—an—a+a(n —i—2n—|— )
a’n?  a?(2n+1)
= 1l—an+ + —a
2 2
a*n?  a?(2n+1)
= 1l—an+ + —-a
2 2
_ . 2n2+ 2+a2
= an 5 na 5 o

1-a" = (1-a)" (1-a)
= (1—-a)"—a(l—a)"
l—an+1) = 1l—an—a

Es gentigt, die einzelnen Reste abzuschétzen:
Behauptung:

2
—a+na2+%2—a(1—a)”2—a

1. Vergleich des 2. und 3. Terms:
—a(l—a)" > —a < (1 —a)” <1ist erfiillt, da a €]0,1].

2. Vergleich des 1. und 2. Terms:

—a~|—na2+“2—2 > —a(l —a)"
& —a(l-na—%) >-a(l—a)
& l—an—3 <(1-a)



. 2,2
3. Laut Voraussetzung gilt: 1 — an + 45~ > (1 —a)"

wegen 2. und 3. geniigt zu iiberpriifen: 1 — an + a22”2 >1—an—§

2,,2 a
1 —an+ %5 Zl—an—§
2,,2 a
<~ % > —5
= a’n? > —a
& an? > —1
ist erfiillt, da a €]0,1[ und n € N. O

Teilaufgabe c
Behauptung:

(1+a)n < an

Beweis:
durch vollsténdige Induktion iiber n.

Induktionsanfang (n = 0):

1+a)l<e o 1<1

ist erfiillt.

Induktionsschritt (n — n + 1):

(14a)" = (14a)"- (1 +a) und XD = ganta — gan . ga

Da laut Voraussetzung (1 4+ a)” < %" gilt, geniigt es, die Faktoren (1 + a und e®) zu
iiberpriifen.

Behauptung:
1+a<efirael01]

1. Sei f(a) =e* —1—a. Dann ist f'(a) =e*—1>0Va €]0,1]
= f ist monoton steigend



2. I = i “—1)=
ai,%lJrf(a) im (e )=0

a—0+

Aus 1. und 2. folgt: f(a) > 0 Va € ]0,1], also gilt:

fla) =0
S e —1—a >0
& e >14a
O
Aufgabe 2
Behauptung:

Die Turing-Maschine T" = (X, Z, 29,6) (nach Prof. Starke) ist dquivalent zur 1-DTM
M= (Z,%,T,0,q0, F).

Um die Behauptung zu beweisen, wird nacheinander gezeigt, dass sich die Turing-
Maschine (nach Prof. Starke) als 1-DTM darstellen ldsst und umgekert.

Beweis (Turing-Maschine — 1-DTM):
Es kann ein Algorithmus angegeben werden, mit dem aus einer Turing-Maschine T eine
1-DTM M konstruiert werden kann, sodass L(T') = L(M):

1. Bandbeschriftung: Das Band mit seiner Beschriftung von 7" kann ohne Anderung
von M iibernommen werden.

2. Alphabete: Sei O ¢ X das endliche Alphabet von 7. Fiir M sei ¥ = X das
Eingabealphabet und I' = X U {O} das Arbeitsalphabet.

3. Zustinde: Sei Z die endliche Menge der Zustdnde von T mit dem Startzustand
qo € Z, sowie allen Zusténden, in denen T stoppt Ep C Z. Fir M sei Z die
endliche Zustandsmenge, gy € Z der Startzustand und Fy; = Er C Z die Menge
der Endzustéinde von M, die im Folgenden noch modifiziert wird.

4. Uberfithrungsfunktion: Sei 67 die Uberfiihrungsfunktion von 7' mit 67 = Z x
(Xu{o}) - (Xu{o}) x{R,L,N,S} x Z. Seinun dyy = Z x ' — (Z x T x
{L, R, N}) die Uberfiihrungsfunktion fiir M fiir alle Zusténde z ¢ Ep, wobei Er die
Menge der Zusténde ist, in denen 7" stoppt (bzw. die Kopfbewegung S ausfiihren
muss).

Dabei werden die 3-Tupel von T vom Format [,,neues Zeichen®, . Kopfbewegung®,
yneuer Zustand®] fiir M in das Format [,neuer Zustand®, ,neues Zeichen®, ,, Kopf-
bewegung®| gesindert.



5. Stoppzustinde: Die Stoppzustinde Ep C Z von T in der Form dp(z,z) =
(2',8,2) (z € Ep;z,2’ € X U{0O}) werden fiir M in dp(z,2) = (2/,N,z.)
(z € Z\Ey;z,2" € T') mit 2, € Ep und 0ps(ze,2) = 0 ( € T) gedindert. Da-
bei wird aus dem Stoppzustand z € Ep von T ein ,normaler” Zustand von M,
der jedoch in jedem Fall in einen neuen Zustand z, € F); iibergeht, der zu den
Endzustédnden Ejp; von M gehort.

T und M arbeiten nun mit den gleichen Alphabeten und unterscheiden sich nur im
Format der Uberfithrungsfunktion und der Darstellung der (insbesondere Stopp- bzw.
End-) Zusténde. Jede Eingabe, bei der T stoppt, fiihrt auch M in einen Endzustand.

Beweis (1-DTM — Turing-Maschine):
Des Weiteren kann ein Algorithmus angegeben werden, mit dem aus einer 1-DTM M
eine Turingmaschine 7" konstruiert werden kann, sodass L(M) = L(T):

1. Bandbeschriftung: Die Bandbeschriftung von M kann ohne Anderung von T
iibernommen werden.

2. Alphabete: Sei O ¢ ¥ das endliche Eingabealphabet von M. Fiir 7" sei X = %
das Alphabet.

3. Zustéande: Sei Z die endliche Menge der Zustéinde von M mit dem Startzustand
qo € Z. Fiir T sei Z ebenfalls die endliche Zustandsmenge, gy € Z der Startzustand.
Die Endzusténde von M FEj; werden im Folgenden untersucht.

4. Uberfithrungsfunktion: Sei §); die Uberfilhrungsfunktion von M mit 6y =
ZxT = (ZxT x{L,R,N})UW. Sei nun 67 = Z x (X U{0O}) — (X u{O}) x
{R,L,N, S} x Z die Uberfiihrungsfunktion fiir T fiir alle Zustéinde z ¢ Fj;. (Aus-
genommen zundchst also alle Endzustédnde von M, sowie alle Zustidnde zy € Z :
On(zp,x) =0 (x € T'). Diese Zustéinde werden spéter seperat behandelt.).

Dabei werden die geordneten 3-Tupel von M vom Format [,,neuer Zustand“, ,neu-
es Zeichen“, | Kopfbewegung®) fiir 7' in das Format [,neues Zeichen, ,Kopfbewe-
gung®,  neuer Zustand“] geéndert.

5. Endzusténde: Die Endzustinde Ejp von M in der Form dp(z,z) = (2,2, k)
(z € Eypy,2’ € Ty6 € {L,R,N}) werden fiir T in dp(z,z) = (2, K, 2.) (2,2 €
Zix,x' € Tyk € {L,R,N}) mit dr(z.,2) = (%,5,2¢) (& € X U{O}) gedindert.
Auflerdem gilt fiir alle Zusténde mit dps(zg, z) = 0 fiir T 97 (2, z) = {x, S, zp }.

M und T arbeiten nun wieder mit den gleichen Alphabeten und unterscheiden sich nur
im Format der Uberfiihrungsfunktion und der Darstellung der (insbesondere Stopp- bzw.
End-) Zusténde. Jede Eingabe, bei der M einen Endzustand erreicht, bringt auch 7" zum
Stopp.

Od



Beispiel (anhand der 1-DTM aus Aufgabe 3a):
Die gegebene 1-DTM M wird anhand des zuletzt beschriebenen Algorithmus in eine
Turing-Maschine T' (nach Prof. Starke) iiberfiihrt:

1. Die Bandbeschriftung wird iibernommen.
2. X ={a,b} ist das Alphabet von T'.

3. Z = {20, z1} ist die Zustandsmenge von T', deren Zusténde im Folgenden behandelt
werden.

4. 67 : {20, 21} x{a,b,0} — ({a,b,0} x {R, L, N, S} x {20, 21}) ist die Uberfithrungs-
funktion von T, die zunéchst wiefolgt definiert ist: d7(zg,a) = (b, R, z1), é7(z0,b) =
(a, R, z1) und 07(29,0) = (O, N, 2p).

5. Der Endzustand z; von M mit dps(21,2) = 0 (z € {a,b,0}) wird fiir T wie folgt
definiert: d7(z1,2) = (x, S, z1), (z € {a,b,0}).

Aufgabe 3

Teilaufgabe a

Die gegebene Turinmaschine M startet im Zustand zy und geht unabhéngig vom gelese-
nen Zeichen in den Endzustand z; iiber. Dabei éndert sie das Zeichen vor dem Ubergang
in den Zustand z; wie folgt: aus einem a wird ein b und umgekehrt wird aus einem b ein
a. Nach der Zeichenénderung geht M auflerdem einen Schritt nach rechts. Des Weiteren
akzepziert M das leere Wort ¢, bei dem sie ohne Kopfbewegung in den Endzustand z;
iibergeht.

= L(M) = {a,b,e}

Teilaufgabe b

Die gegebene Turingmaschine M akzeptiert alle moglichen Palindrome aus dem Einga-
bealphabet {0,1} (also z.B. 00111100), sowie das leere Wort €. Sei x = z1x223... 2,
eine Eingabe, geht M wie folgt vor:

1. x7 wird gelesen:

e 7, = ¢ — Ubergang in Endzustand , da es sich beim leeren Wort ¢ um
ein Palindrom handelt

e r; =1 (i =0,1) — Zeichen mit Blank (O) iiberschreiben, Kopf nach rechts
bewegen und Ubergang in Zustand r;

2. xo wird im Zustand r; gelesen:

e 15 = ¢ — Ubergang in Endzustand , da ein einzelnes Zeichen (z1) ein
Palindrom ist

10



e 29 = 0 oder 9 = 1 — Zeichen unverindert lassen (mit gleichem Zeichen
iiberschreiben), Kopf nach rechts bewegen und Ubergang in Zustand r;}

3. x3 bis x,, werden im Zustand 7] gelesen:

e 13 = ¢ — letztes Zeichen der Eingabe passiert: Kopf nach links bewegen und
in den Zustand s; ibergehen

e 13 = 0 oder x3 = 1 — Zeichen unverédndert lassen, Kopf nach rechts bewegen
und im gleichen Zustand (r}) bleiben, um néchstes Zeichen einzulesen

4. letztes Zeichen x,, wird im Zustand s; gelesen:

e 1, =1 — letztes Zeichen loschen (mit Blank iiberschreiben), Kopf nach links
bewegen und in den Zustand ! {ibergehen

e 1, # i Zeichen mit Blank iiberschreiben und ohne Kopfbewegung in den
Zustand iibergehen und abbrechen, da das letzte Zeichen nicht
mit dem urspriinglich ersten Zeichen iibereinstimmt (z, # x; = i) und es
sich deshalb bei der Eingabe nicht um ein Palindrom handelt

5. Zustand [: M geht Zeichen fiir Zeichen — ohne die Zellen zu verdindern — das
Band nach links, bis sie den Anfang erreicht hat. Anschlielend geht sie wieder
in den Startzustand ¢ iiber. Der Zustand [ kann nur erreicht werden, nachdem das
erste Zeichen (im Startzustand ¢) und letzte Zeichen (im Zustand s,,) auf dem
Band geloscht, das mit einem Blank (O) iiberschrieben wurden. Die im zweiten
Durchgang zu verarbeitende Eingabe ist nun um zwei Zeichen kiirzer und sieht wie
folgt aus: &’ = wox3wy4 ... TH_1

In den folgenden Durchgingen wird die Eingabe durch das Loschen des jeweils ersten
und letzten Zeichens verkiirzt, bis das leere Wort (siehe 1.) oder ein einzelnes Zeichen
(siehe 2.) iibrigbleibt und M in den Endzustand iibergeht oder vorher wegen einer

ungiiltigen Eingabe (siche 4.) abgebrochen wird.

= L(M) = {z|z ist Palindrom iiber {0,1}}, wobei ,Palindrom tiber {0,1}* wie folgt
definiert sei:

1. 0, 1 und das leere Wort ¢ sind Palindrome iiber {0,1}.
2. Wenn p ein Palindrom iiber {0,1} ist, so auch 0p0 und 1pl.

3. Nichts anderes ist ein Palindrom iiber {0,1}.

Aufgabe 4

Sei M eine 1-TM mit M = ({q1,...,q21},{|},{|,0}, 6, q1, {g21}), mit der Uberfiihrungs-
funktion

11



d(z,x) ‘ x =10 ‘ | ‘ Beschreibung
zZ=q q2, 0, R | Startzustand

@ | ¢ 0,R | ¢lR

q3 q, |, R

a1 | ¢5,0,L | ¢5,0,L | Unire Kodierung (x+1)
g5 | g8,0,L g6, |, L | bei beiden Faktoren
g6 | q7,0,L g, |, L | entfernen

qr | 99,0, R | qr,|,L

g | 9, 0,R | gs,|, L

9 | 18,5, N | q10,5, R

qo | ¢11,8,R | quo, |, R

a1 | q6,5,L | q12,0, R

qi2 | @13,0,R | qi2,], R

@13 | qua,,L | q3,|,R | Die eigentliche

qua | q15,0,L | qua,|, L | Multiplikation

a5 | [\ R | qs, |, L
q6 | 17,0, L | a6, |, L
a7 | 9, ,R | @7, |, L
q18 | q19,0, R Das Ergebnis unér
q19 | 20,0, R | q9,|, R | kodieren
g0 | ¢@1,|,R | qo,|,R
g1 | ¢21,0,5 | ¢o1,|,S | Endzustand

Beschreibung der einzelnen Zustidnde
q1 Ersten Strich des 1. Faktors (x) mit O iiberschreiben, Kopf nach rechts und weiter

q2

q3

44

g5

g6

qr

qs

q9

mit gs.

Bewegt den Kopf auf das 1. | des 2. Faktors (y) und geht in g3 iiber.

Bewegt den Kopf auf das letzte Zeichen des 2. Faktors (y). Weiter mit gy.

Uberschreibt letztes Zeichen des 2. Faktors (y) mit O und bewegt den Kopf nach
links. Weiter mit gs.

Kopf nach links und bei | weiter nach gg, sonst gg.

Bewegt Kopf auf letzten | von y, weiter mit ¢7.

Bewegt Kopf auf letzten | von z, weiter mit ¢9.

Bewegt Kopf auf letzten | von x, weiter mit ¢9. (identisch mit g7...)

Loscht | in x, geht nach rechts in ¢19. Bei O an dieser Stelle ohne Kopfbewegung

Ubergang zu ¢is.

q10 Bewegt Kopf auf ersten | von y und geht in ¢;; iiber.

12



qi1

q12

q13

q14

q15

q16

qi7

q18

q19

420

g21

Bei O an dieser Stelle Kopf nach links und weiter mit ¢4, ansonsten O schreiben,
nach rechts und weiter mit g;».

Bewegt Kopf hinter y und noch eine Zelle weiter nach rechts. Weiter mit ¢i3.

Schreibt |, wenn O in der betrachteten Zelle (bereits Ende des Ergebnisses) geht
nach links und weiter mit gi4. Bei | in der Zelle befindet sich Kopf noch nicht am
Ende des Ergebnisses. — bewegt Kopf mittels ¢i3 ans Ende des FErgebnisses.

Bewegt den Kopf auf den letzten | des y. Weiter mit ¢q5.

Bewegt Kopf dahin, wo in g1 der | (in y) geloscht wurde und schreibt ihn wieder an
die gleiche Position. Weiter nach rechts und ¢;.

y ist nun vollstindig kopiert (bzw. einmal zum Ergebnis addiert). Bringt Kopf nun
auf das letzte | des x. Weiter mit g;7.

Bewegt Kopf dahin, wo in g9 der | (in x) geléscht wurde und schreibt ihn wieder an
die gleiche Position. Weiter nach rechts und gqg.

Bewegt Kopf nach rechts, weiter mit qi9.
Bewegt Kopf auf den ersten | des Ergebnisses.

Bewegt Kopf hinter das Ergebniss, und fiigt dort ein | ein, um das Ergebnis unér
darzustellen. Dann in go1.

Endzustand.

Zusammenfassung

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass die Turing Maschine zuerst die (z+ 1)-Striche in
x-Striche umwandelt, dies passiert mit beiden Faktoren. Dann folgt erst die eigentliche
Multipikation. Es wird der erste | von x geloscht, und ein y an das Ende des Bandes
kopiert, und der vorher geloschte | wieder an die selbe Stelle geschrieben. Danach wird
gegebenfalls der zweite | von z geléscht, y wiederrum kopiert, usw. Nachdem der letzte |
des ersten Faktors nach dem Loschen wieder hinzugefiigt wurde, wurde das y x-mal an
das Ende des Bandes kopiert. Nun bleibt nur noch, das Ergebnis unér zu kodieren, d.h.
es wird ein zusétzlicher | an das Ende des xy geschrieben. Nun stoppt die Maschine und
hat die Multiplikation erfolgreich ausgefiihrt.

13
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Serie 2

INSTITUT FUR INFORMATIK WS 2002
ALGORITHMEN UND KOMPLEXITAT 23. OKTOBER 2002
DRr. TiLL NIERHOFF

Theoretische Informatik I1

2. Serie — korrigiert

Abgabe bis zum 30. Oktober 2002

Aufgabe 5 [8 Punkte]

Zeigen Sie, dass das Intervall [0, 1] iiberabzahlbar ist. Fiihren Sie dazu die Annahme
zum Widerspruch, es gébe eine abzdhlbare Aufzihlung aller reellen Zahlen zwischen
0 und 1.

Hinweis: Untersuchen Sie die Bindrdarstellung der Zahlen dieser Aufz&hlung. Sei
z; das i-te Bit der i-ten Zahl der Aufziihlung. Betrachten Sie nun jene Zahl, deren
i-tes Bit die Negation von z; ist.

Aufgabe 6 [16 Punkte]
Die sogenannte ,,Gro-O-Notation“ ist folgendermafien definiert:
Sei f : N — R eine zahlentheoretische Funktion.
Alle Funktionen, die bis auf einen konstanten Faktor hochstens so schnell wachsen
wie f, sind in der folgenden Menge zusammengefasst:
O(f)=={¢9:N=R|IceR? 3nyeN: g(n) <c- f(n), ¥n > ny}.
Die vereinfachte Schreibweise ,,g(n) = O (f(n))“ bedeutet: g € O (f).
Priifen Sie die Korrektheit der folgenden Aussagen und begriinden Sie Thr Urteil:
a) 3n+4+logn =0 (n)
b) (3n+v)* = O (n?)
¢) logn = O (log (v/'n))
d) logn =0 (y/n)

f) ;1’ —0(n)
s =0 (n'Y)
h) (1+:2)"=0(1)

15



Definition. Fir eine k-Band-Turingmaschine und ein Eingabewort x sei
K,FKiF...F K,

eine akzeptierende Rechnung mit K; = (gi, ui1, Vi1, - - - , ik, Vik)-
Die Laufzeit dieser Rechnung ist dann t und der bendtigte Platz sei

s =max{|lug|+ |vy| 1 i=1...t, j=1...k}.

Aufgabe 7 [6 Punkte]
Gegeben sei folgende 2-Band-Turingmaschine 1 )

T = ({#4, %e, 20, 21},{0,1},{0,1,0}, 6, 2, {z}), wobei & durch folgende Ubergiinge
definiert ist:

(zuy (07 D)) - (307 (07 D)v (Rv N))7 (zua (17 D)) - (zey (17 1)a (Na N))
(Zl), (07 D)) - (zla (Oa D)7 (Rv N))7 (Zo, (L D)) - (ze7 (17 0)7 (N7 N))
(Zla (07 D)) - (ZO, (Oa D)7 (Rv N))7 (Zla (la D)) - (Zev (17 1)7 (N7 N))

a) Welche Funktion wird von T' berechnet? Begriinden Sie Ihre Antwort.

b) Welche ist die kiirzeste und welche die lingste Laufzeit fir Eingabewérter aus
E, = {0m10~ ™ 0<m<n—1}?

Aufgabe 8 [10 Punkte]

Zeigen Sie: Eine k-Band-Turingmaschine kann so durch eine 1-TM simuliert werden,
dass die Simulation einer Rechnung mit Laufzeit ¢ und Platzbedarf s eine Laufzeit
von O(t%) und den Platzbedarf O(s) hat.

16



Aufgabe 5

Behauptung:
Das Intervall [0, 1] ist iberabzdhlbar.

Beweis (indirekt):
Wir nehmen an, es gébe eine abzéhlbare Aufzdhlung aller x € R € [0, 1]. Dazu untersu-
chen wir zunéchst den ganzen Koérper der reellen Zahlen R:

Behauptung:
Der Korper R ist nicht abzéhlbar.

Beweis (indirekt):
Wir nehmen an, es gébe eine Abzéhlung

R = {.131,.132,3:‘3,. . }

Zu dieser konstruieren wir eine Intervallschaltung (I,) mit:

Ty & InYn (0.1)

Die I,, werden rekursiv definiert. Wir beginnen mit I; := [:1:1 + 1,21+ %] Aus I,, kon-
struieren wir dann I, 11 wie folgt: Wir teilen I,, in drei gleichlange Intervalle und wéhlen
als Ip,+1 ein solches abgeschlossenes Teilintervall, das ;41 nicht enthélt. Offenbar hat
I,, die Lénge 37™. Die Folge (I,,) ist also tatséchlich eine Intervallschachtelung.

Sei dann x die Zahl mit x € I,Vn. Hat x die Nummer k, x = x, so gilt insbesondere
x € Ij. Dieses widerspricht Annahme (0.1). Also gibt es keine Abzé&hlung von R. O

Da der gesamte Korper der reellen Zahlen R nicht abzéhlbar ist, gilt dies insbesondere
fiir das Intervall [0, 1]. O

Aufgabe 6

Seien f:IN — R und g : N — R zahlentheoretische Funktionen sowie n € IN.
O(f) sei wie folgt definiert:
O(f) = {g|3c¢>0€R,Ing e N:g(n) <c-f(n),¥n>np}
= {g|3c>0€R,3Ing GN:% <c,Vn>no}

= {gl3c>0€R: lim % <c} (0.2)

Die Formel (0.2) wurde in dieser Form in der Vorlesung , Praktische Informatik 2* ein-
gefiihrt.
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Teilaufgabe a

Sei g(n) = 3n + 4+ logn. Zu tiberpriifen: g € O(n).

441
lim 3n +4+logn

n—0o00 n

Es kann ein ¢ > 0 € R angegeben werden, fiir das gilt: lim,_,

Es gilt: g € O(n).

Teilaufgabe b

1 4

i <ogn+ 3n + )
n—oo n n

1 4
lim osn + lim s+
n—oo n n—0o0 n
043
3

Sei g(n) = (3n + y/n)>. Zu iiberpriifen: g € O(n?).

Es kann ein ¢ > 0 € R angegeben werden, fiir das gilt: lim,

Es gilt: g € O(n?).

Teilaufgabe c

<9n2 + 6n% + n)
m e —
n2

n—oo

6 1
li 94 — 4+ —
e ( T n)
9

Sei g(n) = logn. Zu tiberpriifen: g € O(log (v/n)).

. logn
lim

n—oo log (/1)

Es kann ein ¢ > 0 € R angegeben werden, fiir das gilt: lim,, ..

Es gilt: g € O(log (v/n)).
Teilaufgabe d

L’Hopital

1
lim %
n—oeo —

. 2n
lim —
n—oo N

2

Sei g(n) = logn. Zu iiberpriifen: g € O(y/n).

18
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< ¢, also z.B. ¢ = 4.

< ¢, also z.B. ¢ = 10.

< ¢, also z.B. ¢ = 3.



logn  L'Hopital

lim
n—oo n—oo ——
n 2v/n
. 2v/n
— lim i
n—oo n
. 2
= lim —
n—oo 1/MN
= 0

Es kann ein ¢ > 0 € R angegeben werden, fiir das gilt: lim,,_, % <c¢, alsoz.B.c=1.

Es gilt: g € O(y/n).

Teilaufgabe e
Sei g(n) = Y_°_,i~2 Zu iiberpriifen: g € O(1).

n
>

lim "=11 = Zr?
=1
= ((2) (0.3)
T 6
~ 1,64

Bei Gleichung (0.3) handelt es sich um die RIEMANN’sche Zeta-Funktion, die als so
genanntes ,,Baseler Problem“ von EULER 1734 berechnet worden ist. Es kann also ein
¢ > 0 € R angegeben werden, fiir das gilt: lim,, % < ¢, also z.B. ¢ = 2. Es gilt:

g€ 0(1).

Teilaufgabe f
Sei g(n) = >, i. Zu iiberpriifen: g € O(n).

ZZ n(n+1)

lim = = lim 2
n—oo N n—oo n
.on+1

= lim

n—oo

= +OO

Es kann kein ¢ > 0 € R angegeben werden, fiir das gilt: lim,, o % <¢, da

¢ < 00,Ve € R. Demnach gilt: g ¢ O(n).
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Teilaufgabe g

. _3/4
Sei g(n) = "\/E"Jﬁ,’

. Zu iiberpriifen: g € O(n'/*).

n—n3/4
. V/n+5 o . n—mn
T =l (V7 + 5)(n'/%)

n3/4 _ p1/2

3/4

n—00 Vn+5

L’Hopital

g +Oo

Es kann kein ¢ > 0 € R angegeben werden, fiir das gilt: lim,, % <¢, da

¢ < 00,Ve € R. Demnach gilt: g ¢ O(n'/4).

Teilaufgabe h
Sei g(n) = (1 + ﬁ) . Zu tberpriifen: g € O(1).

2 n
, (1 + m) , 2 \"
S T <1 * m)
= 62
Es kann also ein ¢ > 0 € R angegeben werden, fiir das gilt: lim,, ., % < ¢, also z.B.

c=8. Es gilt: g € O(1).

Aufgabe 7

Teilaufgabe a

Behauptung:
Sei m die Anzahl der fithrenden Nullen der Eingabe der Form 01z mit z € {0,1}*.
Dann berechnet die gegebene Turingmaschine T' die Funktion

fr(m) =1— (m mod 2)

Das heifit, sie schreibt eine 1 auf das zweite Band, wenn die Anzahl der Nullen m gerade
(oder m = 0) ist bzw. eine 0 auf das zweite Band, wenn die Anzahl der Nullen m
ungerade ist.
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Beweis:
Sei im Folgenden m die Anzahl der fithrenden Nullen in der Eingabe. Es werden zunéchst
spezielle Fille (m = 0...2) untersucht und dann der allgemeine Fall iiberpriift.

e m = (: Bei einer Eingabe, die mit der Ziffer 1 beginnt, geht T direkt in den
Endzustand z. iiber und schreibt eine 1 auf das zweite Band. Das erste Band
bleibt dabei unveréndert. Es gilt 1 =1 — (0 mod 2).

e m = 1: Bei einer Eingabe der Form 01z mit z € {0,1}* geht 7" aus dem Startzu-
stand z, in den Zustand zy iiber, nachdem der Kopf auf dem ersten Band nach
rechts bewegt wurde. Anschliefend schreibt T eine 0 auf das zweite Band und
terminiert im Endzustand z.. Dabei bleibt das erste Band unverdndert. Es gilt
0=1-(1 mod 2).

e m = 2: Bei einer Eingabe der Form 001z mit z € {0,1}* geht T aus dem Start-
zustand z, in den Zustand zy iiber, nachdem der Kopf nach rechts bewegt wurde.
Anschlielend geht T weiter in Zustand z1, nachdem der Kopf erneut nach rechts be-
wegt wurde. Abschlielend schreibt 1" eine 1 auf das zweite Band und terminiert im
Endzustand z.. Dabei bleibt das erste Band unveréndert. Es gilt 1 = 1—(2 mod 2).

e m > 2: Bei der Eingabe der Form 0™1z mit z € {0,1}* und m > 2 liest T" zunéchst
die ersten zwei Nullen und verhélt sich wie im vorherigen Fall, allerdings geht sie
nicht in den Endzustand z. iiber, sondern bewegt den Kopf nach rechts und betritt
von z1 aus eine Schleife zwischen den Zustinden zg und z1:

Die Zusténde zp und z; werden nun getrennt betrachtet werden:

— Zustand zp: Die Maschine konnte in diesem Fall den Zustand zg nur von z; aus
erreichen, d.h. T ging von z; aus nicht in den Endzustand iiber. Dies bedeutet,
dass die Eingabe mit einer ungeraden Anzahl von Nullen begann. Liest T' nun
eine 1 auf dem ersten Band, muss sie sich dementsprechend verhalten, also
eine 0 auf das zweite Band schreiben und terminieren.

— Zustand z1: Die Maschine konnte in diesem Fall den Zustand z; nur von zg aus
erreichen, d.h. T ging von zg aus nicht in den Endzustand iiber. Dies bedeutet,
dass die Eingabe mit einer geraden Anzahl von Nullen begann. Liest T' nun
eine 1 auf dem ersten Band, muss sie sich dementsprechend verhalten, also
eine 1 auf das zweite Band schreiben und terminieren. O

Es wird bei diesem Beweis davon ausgegangen, dass die Eingabe iiberhaupt eine 1
enthélt, da T sonst nicht stoppt und fp nicht definiert ware.

Teilaufgabe b

Fiir eine Eingabe aus E,, = {0m10""™10 < m < n—1} ist die kiirzte mogliche Laufzeit
fiir Eingaben fiir m = 0 (d.h. keine fiihrenden Nullen) und beliebige n gegeben, da T
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schon nach dem Lesen des ersten Zeichens der Eingabe (eine 1) terminiert es muss nur
ein Schritt ausgefithrt werden: Dann gilt fiir die Laufzeit

s =max{|u;| + |v;| ;i =1...t,t =1} = max{|0| + |1} =1

Da T erst nach dem Lesen der ersten 1 terminiert, benotigt er bei Eingaben der Form
E, = {0m10"™~10 < m < n — 1} genau m + 1 Schritte (m Schritte um alle Nullen zu
lesen und einen Schritt um die 1 zu verarbeiten) um zu terminieren. Fiir die maximale
Laufzeit gilt also: s = m + 1. Die Endkonfiguration sieht dann wie folgt aus:

K; = (2, 0™, 10" ™ 1)

Auch bei dieser Aufgabe wird davon ausgegangen, dass die Eingabe {iberhaupt eine 1
enthélt, da T sonst nicht stoppt und keine Endkonfiguration erreichen wiirde.

Aufgabe 8

Die Uberfithrung einer k —T'M in eine 1 — T M wurde in Satz 1.1 aus der Vorlesung (Teil
(ii) = (iii)) bewiesen. Dabei wurde wie folgt vorgegangen:

Sei M eine k-TM mit M = (Z,%,1',4,q0, F), L(M) = A

1. Konstruiere 1-TM M’ = (Z' U Z, %, 17,§, qo, E)

2. Dann lduft M’ nach rechts iiber das Band und merkt sich im Zustand
auf welchen Zeichen die Kopfe stehen: aq,...,a (endlich viele) bis sie
die letzte Kopfmarkierung gefunden hat.

3. M’ wihlt eine Anweisung aus (g, a1, ..., ax).

4. M’ 1auft wieder nach links und realisiert die Anweisungen (Zeichen mit
Hut austauschen, Hut auf jeweiliges Nachbarzeichen).

5. M’ geht in den neuen Zustand der Anweisung (€ Z).

Es gilt: L(M') = L(M), da die Konfiguration, in denen der Kopf ganz links
steht, einer Konfigurationsfolge von M entspricht.

Fiir den Rechen- bzw. Platzbedarf ergibt sich also folgendes:

e Da M’ die Bandbeschriftung von M durch k Spuren realisiert, entspricht der Platz-
bedarf von M’ dem von M.

o Die Konstruktion der 1-TM M ist in konstanter Laufzeit O(1) moglich (siehe Punkt
1).

e Bei jedem Rechenschritt von M konnen sich die (duflersten) Kopfe um maximal
zwei Felder voneinander entfernen (indem ein Kopf einen Schritt nach rechts der
andere ein Schritt nach links ausfiihrt). Nach ¢ Rechenschritten kénnen sie also
maximal 2¢ Felder auseinander liegen.
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e Also braucht M’ zur Simulation von ¢ Schritten maximal

t
Y 2i=t(t+1) =1+t
=1

Schritte.
Der Platzbedarf ist also von s abhéngig, also gilt fiir M’ O(s). Fiir den Rechenaufwand

ergibt bei einer Laufzeit ¢ von M fiir M’ eine Laufzeit von t? + ¢ Schritten, also O(t2).
O
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Aufgabe 9 [4+6 Punkte]

Zeigen Sie folgende Eigenschaften der Reduktionsrelation <:
a)A<B & A<B
b) < ist transitiv

Aufgabe 10 [4+6 Punkte]

a) Zeigen Sie, dass eine Sprache A genau dann rekursiv aufzéhlbar ist, wenn es eine
Turing-berechenbare, partielle Funktion f gibt, so dass A der Definitionsbereich von
f ist.

b) Beweisen sie die folgende Variante des Satzes von Rice: Sei £ C RE mit
L ¢ {0,RE}. Dann ist die Sprache K (L) := {w | L(M,,) € L} unentscheidbar.
Hinweis:

Nutzen Sie die Reduktion K (F) < K (L) fiir F = F(L) = {M,(.) | L(M,,) € L}.

Aufgabe 11 [2+2+2+2 Punkte]

Sind die folgenden Sprachen entscheidbar? Begriinden Sie Ihre Antwort.
a) {w | L(M,,) ist endlich }

b) {w | L(My) = L(M,)}

¢) {w | L(M,,) ist rekursiv aufzghlbar }

d) {w| I #w: L(My) = L(My)}

Aufgabe 12 [4+4+4 Punkte]

Betrachten Sie die Sprache Eq = {v#w | L(M,) = L(M,,)}. Zeigen Sie:
a) Das Halteproblem lésst sich auf Eq reduzieren.

b) Das Halteproblem lisst sich auch auf Eq reduzieren.

¢) Weder Eq noch Eq sind rekursiv aufzihlbar.

Hinweis: Betrachten Sie Kodierungen von drei Maschinen:
eine tut das Gleiche wie M,, bei Eingabe z, eine akzeptiert immer und eine nie.
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Aufgabe 9

Teilaufgabe a

Behauptung:
A<B& A<B

Beweis:
Sei A C ¥* und B CI'™.

1. Richtung =-:

Voraussetzung;:
A < B, d.h. nach Definition: 3f : X* - T*:2 € A& f(x) € B

Laut Voraussetzung gilt: x ¢ A < f(z) ¢ B.
Also gilt laut Definition des Komplementes: z € A < f(x) € B.
f ist Reduktion: A < B.

2. Richtung <:

Voraussetzung;:
A < B, d.h. nach Definition: 3f : ¥*\A = T*\B:z € A< f(z) € B

Laut Voraussetzung gilt: ¢ A < f(x) ¢ B.
Also gilt lauf Definition des Komplementes: x € A < f(z) € B.
f ist Reduktion: A < B.

Teilaufgabe b

Behauptung:
< ist transitiv, dh. AK BAB<(C=A<C(C.

Beweis:

Sei ACY* BCTI* und C C ¥*,

Voraussetzung;:
A < B, d.h. nach Definition: 3f; : ¥* - I":2 € A« fi(z) € B
B < C, d.h. nach Definition: 3fy : I — ¥* : x € B < fo(x) € C

reAs fi(x)eB
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x € B& folr)eC

re€As fo(fi(x)) e C
Sei f3 = f1 0 fo Reduktion: A < C.

Aufgabe 10

Teilaufgabe a

Behauptung:
A rekursiv aufzéhlbar < 3f : f partiell, f Turing-berechenbar, D(f) = A

Beweis:

Sei A C ¥*.
1. Richtung =

Voraussetzung;:
A rekursiv aufzéihlbar.

Nach Satz 1.1 aus der Vorlesung ist A semi-entscheidbar, d.h. es exisitiert eine
charakteristische Funktion x4 : A — {1,1} mit

. 1, fallsze A
Xa= 7, fallsxz ¢ A

x4 hat A als Definitionsbereich, ist Turing-berechenbar und partiell.

2. Richtung <

Voraussetzung:
f ist Turing-berechenbar, partiell und hat A als Definitionsbereich.

f ist Turing-berechenbar, d.h. es exisitiert eine Turingmaschine M, die f berechnet.
Diese Funktion ist nur fiir die Menge A definiert (weil f partiell), d.h. M akzep-
tiert nur die Sprache A und stoppt fiir Eingaben x ¢ A nie. Die charakteristische
Funktion x4 mit

.1, fallsze A
Xa= 1, fallsxz ¢ A

ist berechenbar. Laut Definition und Satz 1.1 aus der Vorlesung ist also A € RE,
d.h. rekursiv aufziahlbar.

27



Teilaufgabe b

e Eine Sprache aus RE ist rekursiv aufzéhlbar, d.h. kann durch die charakteristische
Funktion x entschieden werden. Dabei ist ¥ Turing-berechenbar und partiell.

e Nach Folgerung 3.4.5 aus dem Starke-Skript entspricht die Menge der Turing-
berechenbaren Funktionen der Menge der partiell-rekursiven Funktionen, d.h.

RE = PREK

e Da fiir die Menge £ € RE = PREK Nichttrivialitidt verlangt wird (£ ¢ {0, RE}),
kann der Satz von Rice auf die Sprache K (L) angewendet werden, d.h. K (L) ¢
REC.

e K (L) ist also unentscheidbar. O

Aufgabe 11

Teilaufgabe a

{w | L(M,) ist endlich}, d.h. M,, akzeptiert eine endliche Sprache. Damit hat die von
M,, berechnete Funktion einen endlichen Definitionsbereich. Da die Menge der Funktio-
nen mit endlichem Definitionsbereich eine nichttrivale Teilmenge von PREK ist, sind die

Voraussetzungen fiir den Satz von Rice erfiillt:
= {w | L(M,) ist endlich} ¢ REC

Teilaufgabe b

{w | L(M,,) = L(M,)} ist die Menge aller Turingmaschinen, deren akzeptierte Sprachen
ihrem Komplement entspricht. Da dies fiir keine Menge gelten kann, kann die Voraus-
setzung L(M,,) = L(M,) nie erfiillt werden. {w | L(M,,) = L(M,)} entspricht also der
leeren Menge ().

Laut Definition 4.2c (K&bler-Skript) ist die leere Menge rekursiv aufzéhlbar, also nach
Satz 1.1 aus der Vorlesung semi-entscheidbar.

= {w ‘ L(Mw) = L(Mw)} Qé REC

Teilaufgabe c

Zu iiberpriifen ist die Menge {w | L(M,,) ist rekursiv aufzdhlbar}. Das heifit, dass die
Sprache L(M ) mittels der Funktion

B {1, falls = € L(M,)

XL () T, sonst

semi-entschieden werden kann. Damit ist {w | L(M,,) ist rekursiv aufzihlbar} ¢ REC
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Teilaufgabe d

{w | " # w : L(My) = L(My)} ist die Menge aller Turingmaschinen M,,, deren
akzeptierte Sprache L(M,,) auch von einer Maschine M, mit von w unterschiedlicher
Kodierung w’ akzeptiert wird.

Nun kann die Uberfiihrungsfunktion einer jeden Turingmaschine um einen Zustand er-
weitert werden, der von den urspriinglichen Zustdnden nicht erreicht werden kann und
somit nichts an der akzeptierten Sprache, allerdings an ihrer Kodierung éndert.

Also kann zu jeder giiltigen Turingmaschine M,, eine Maschine M, gefunden werden,
deren Kodierungen (w und w’) unterschiedlich sind, allerdings die gleiche Sprache ak-
zeptieren.

Damit ist die Menge entscheidbar, da die geforderte Eigenschaft fiir alle Turingmaschinen
gilt: {w | Jw' # w : L(M,) = L(M,)} € REC

Aufgabe 12

Teilaufgabe a

Sei H = {w#ax | My(z) # 1} das Halteproblem und Eq = {v#w | L(M,) = L(My)}.
Das Halteproblem H ldsst sich auf Eq wie folgt reduzieren:
Zu zeigen: H < Eq, d.h. nach Definition gilt: 2’ € H < f(2') € Eq.
wHr =12 € H & f(2')e€Eq
& f(wttx
& f(wtx
& L(M,) = L(M,y)
)

= L(M,,). Also existiert eine Reduktion von H auf Eq:

)= wHwW, falls w#x € H
- |w' ¢ Eq, sonst

frq ist berechenbar.

Teilaufgabe b

Sei H = {w#z | My(z) # 1} das Halteproblem und Eq = {v#w | L(M,) # L(M,)}.
Das Halteproblem H lisst sich auf Eq wie folgt reduzieren:
Zu zeigen: H < Eq, d.h. nach Definition gilt: 2’ € H < f(2') € Eq.
wH#r =2 € H & f(z')€Eq
& f(w#z) € Eq
& fw#zx) = v#w € Eq
<  L(M,) # L(My)

~
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Laut Voraussetzung ist w#xz € H, d.h. 3z : M, (z) # 7. Also ist L(M,) # (). Sei nun
L(M,) =0, d.h. M, die Turingmaschine, die nie akzeptiert.
Also existiert eine Reduktion von H auf Eq:

vw, falls w#x € H (sei L(M,) = 0)

Jeglwite) = {w’ ¢ Eq, sonst

fE—q ist berechenbar.

Teilaufgabe c
Behauptung: Eq ¢ RE und Eq ¢ RE.

e In Teilaufgabe a und b haben wir gezeigt, dass sich das Halteproblem sowohl auf
Eq, als auch auf Eq reduzieren lisst.

e Wire n