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Serie 1

INSTITUT FUR INFORMATIK SS 2003
ALGORITHMEN UND KOMPLEXITAT 15. APRIL 2003
DR. TILL NIERHOFF

Theoretische Informatik III

1. Serie
Abgabe bis zum 22. April 2003
Aufgabe 1 [8 Punkte]

Geben Sie ein verstindlich kommentiertes RAM-Programm an, das folgenden Algo-
rithmus emuliert:

Eingabe n

Fori=2Ton

prim[i] « 1

ENDFoOR

Fori=2Ton

For j=2Ton

IF - j <n THEN PRIM[ij] < 0
ENDFoOR

ENDFOR

Ausgabe prim|n]

Aufgabe 2 [44+4444-0 Punkte]
Sind die folgenden Booleschen Formeln F fiir jedes n > 2 erfiillbar? Begriinden Sie
ihre Antwort.
a) Sei 1 <k <n.
b, =7 /\ (@; V ;)
1<i<j<n

b) F = F; A Fy, wobei F; und F» wie in a) definiert sind.

¢
)
F=(\ z)n(\ T)A@vE)A N (2 VT
1<i<n 1<i<n 1<i<n
d) (miindlich)
Das Problem SAT ist wie folgt definiert:
Eingabe: eine Boolesche Formel F(z1,...,x,)
Gefragt: Ist F erfiillbar?
Finden Sie einen moglichst schnellen Algorithmus (gemessen an der Anzahl n
der Variablen) fiir das SAT-Problem.



Aufgabe 1

1 LOAD #2 Startwert der Laufvariable
2 STORE 2 Laufvariable wird in Register 2 zwischengespeichert
3 SUB1 i—n
4 IF AKKU > 0 GOTO 14 Test der FOR-Schleife
5 LOAD #5 Register der 1. Zelle des Arrays prim
6 ADD 2 Array nach Laufvariable erh6hen
7 SUB #1 eine Zelle zuriick
8 STORE 4 Zellenposition in Register 4 zwischenspeichern
9 LOAD #1 eine 1 in den Akkumulator laden
10 STORE *4 diese 1 in die Zelle des Arrays speichern
11 LOAD 2 Laufvariable von Register 2 lesen
12 ADD #1 Laufvariable wird um 1 erhht
13 GOTO 2 zuriick zum Test der FOR-Schleife
14 LOAD #2 Startwert der Laufvariable i
16 STORE 2 Laufvariable ¢ wird in Register 2 zwischengespeichert
17 SUB1 i-n
18 IF AKKU > 0 GOTO 42 Test der dufleren FOR-Schleife
19 LOAD #2 Startwert der Laufvariable j
20 STORE 3 Laufvariable j wird in Register 3 zwischengespeichert
21 SUB1 jn
22 IF AKKU > 0 GOTO 39 Test der inneren FOR-Schleife
23 LOAD 2 Laufvariable ¢ von Register 2 lesen
24 MUL 3 Akkumulator mit Laufvariable j multiplizieren
25 STORE 4 Ergebnis in Register 4 zwischenspeichern
26 LOAD 1 n aus Register 1 laden
27 SUB4 davon Inhalt von Register 4 abziehen
28 IF AKKU > 0 GOTO 30 Test: wenn grofler als 0 ist, nach 30 springen
29 GOTO 36 Test: ansonsten nach 36 springen
30 LOAD #5 Register der 1. Zelle des Arrays prim
31 ADD 4 Inhalt von Register 4 (7 - j) addieren
32 SUB #1 eine Zelle zuriick
33 STORE 4 Zellenposition in Register 4 zwischenspeichern
34 LOAD #0 0 in den Akkumulator laden
35 STORE *4 diese 0 in die Zelle mit Index i - j speichern
36 LOAD 3 Laufvariable j von Register 3 lesen
37 ADD #1 Laufvariable j wird um 1 erhoht
38 GOTO 20 zuriick zum Test der inneren FOR-Schleife
39 LOAD 2 Laufvariable i von Register 2 lesen
40 ADD #1 Laufvariable ¢ wird um 1 erhéht
41 GOTO 16 zuriick zum Test der dufleren FOR-Schleife
42  LOAD #5 Register der 1. Zelle des Arrays prim
43 ADD 1 Eingabezahl addieren
44 SUB #1 eine Zelle zuriick
45 STORE 4 Zellenposition in Register 4 zwischenspeichern
46 LOAD *4 Zahl aus dieser Zelle lesen
47 STORE 1 Endergebnis im Register 1 speichern
48 END Feierabend



Fiir das RAM-Programm werden die Register wie folgt benutzt:

Register | Verwendungszweck

Eingabe n bzw. Ausgabe des Programmes
Laufvariable 7

Laufvariable j

Zwischenergebnisse (z.B. Indizes, Registeradressen)
Feldinhalt prim[1] (nicht benutzt)

Feldinhalt prim[2]

Feldinhalt prim[3]

N OOt WD -

Aufgabe 2

Teilaufgabe a
Die Formel
F, =7 /\ (1 V xj)
1gii<’jj§n
ist mit folgender Belegung fiir alle n > 2 erfiillbar:

Sei ar, = 0 und a; = 1 fiir alle i # k.

Mit a, = 0 ist @y, erfiillt. In der folgenden A-Kette sind durch die Beschrankung 1 <i <n
jeweils zwei unterschiedliche Variablen durch Vv verkniipft. Da laut Voraussetzung nur
ar, = 0 ist, muss mindestens eine der disjunktiv verkniipften Variablen mit 1 belegt sein,
sodass alle Disjunktionen und somit die gesamte Formel erfiillt ist.

Teilaufgabe b

Die Formel F' = Fj A F5 ist nicht fiir jedes n > 2 erfiillbar, da es beispielsweise fiir n = 2
keine Belegung gibt, um

F=FNF,= @1 A (z1Va2) ATz A (21 Va2))

zu erfiillen:

a1a9 ‘ ch/\(al\/ag) ‘ @/\(aﬂ/@) ‘ F
11 0 0 0
10 0 1 0
01 1 0 0
00 0 0 0



Teilaufgabe c

Die Formel

F=(\ z)n(\ m)A@vEDA N (VT

1<i<n 1<i<n 1<i<n
ist nicht fiir jedes n > 2 erfiillbar, da es beispielsweise fiir n = 2 keine Belegung gibt, um
F=(x1Va) AN@TTVTZ) A (22 VI A (21 V T2)

zu erfiillen:

a1a2‘a1VQ2‘W1VTg‘a2V?1‘a1V7‘F
11 1 0 1 1 0
10 1 1 0 1 0
01 1 1 1 0 0
00 0 1 1 1 0






Serie 2

INSTITUT FUR INFORMATIK SS 2003
ALGORITHMEN UND KOMPLEXITAT 22. APRIL 2003
DR. TILL NIERHOFF

Theoretische Informatik III
2. Serie

Abgabe bis zum 29. April 2003

Aufgabe 3 [446 Punkte]

Ein Monom ist eine Konjunktion von Literalen. Eine Boolesche Formel ist in dis-
junktiver Normalform (DNF), wenn sie eine Disjunktion von Monomen ist, also z.B.
(Il A TZ) \Y% (Ig A I4).

DNF-SAT ist die Sprache aller Formeln in disjunktiver Normalform, die erfiillbar
sind.

a) Beschreiben Sie einen Algorithmus, der DNF-SAT entscheidet, und zeigen Sie
dessen Korrektheit.

b) Zeigen Sie, dal DNF-SAT in P liegt.

Aufgabe 4 [4+6 Punkte]

Ein Graph heifit bipartit, wenn sich seine Knoten derart in zwei Klassen einteilen
lassen, dass keine Kanten zwischen Knoten gleicher Klassen verlaufen.
Sei BIPARTIT die Sprache aller bipartiten Graphen.

a) Beschreiben Sie einen Algorithmus, der BIPARTIT entscheidet, und zeigen Sie
dessen Korrektheit.

b) Zeigen Sie, dafl BIPARTIT in P liegt.

Aufgabe 5 [miindlich]

Eine Klausel ist eine Disjunktion von Literalen. Eine Boolesche Formel ist in kon-
junktiver Normalform (CNF), wenn sie eine Konjunktion von Klauseln ist, also z.B.
(Il V TQ) A (Ig V I4).

k-SAT ist die Sprache der erfiillbaren Formeln in CNF, in denen jede Klausel genau
k Literale enthlt.

Finden Sie eine 3-SAT-Formel, so dafl es keine 2-SAT Formel auf der gleichen Varia-
blenmenge gibt, die genau dieselben erfiillenden Belegungen hat.



Aufgabe 3
Teilaufgabe a
Folgender Algorithmus entscheidet die Sprache DNF-SAT:

ALGORITHMUS DNF-SAT:
Eingabe: Formel F', Anzahl der Variablen n;

BEGIN

1 Truth([1..n] : int;

2 skip : boolean;

3 foreach Monom m in F' do

4 skip « false;

5 initialize Truth[] to -1;
6 foreach Literal X; in m
7 if (X; negiert)

] if ((Truth[i] = 0) or (Truth[:] = -1))
9 Truth[:] <« O;

10 else

11 skip <« true;

12 else

13 if ((Truth[i] = 1) or (Truth[i] = -1))
14 Truth[:] <« 1;

15 else

16 skip < true;

17 if (skip = false)

18 Ausgabe: 1;

19 endfor;

20 endfor;

21 Ausgabe: O0;

END

Der Algorithmus geht wie folgt vor:

Eine boolsche Formel in disjunktiver Normalform ist genau dann erfiillbar, wenn eines
der Monome erfiillbar ist. Der Algorithmus DNF-SAT {iberpriift sequentiell alle Mono-
me der eingegeben Formel nach Literalen der Form x; A Z;, die das Monom unerfiillbar
machen.

Dazu untersucht es die Literale nach Negation und baut im Array Truth[] eine Belegung
auf, die das jeweilige Monom erfiillt. Sobald fiir eine Variable eine widerspriichliche Be-
legung ermittelt, wird das néchste Monom untersucht.



Der Algorithmus gibt eine positive Ausgabe, sobald eine Belegung gefunden wird, die ein
Monom erfiillt. Wurden hingegen alle Monome untersucht, ohne eine erfiillende Belegung
zu finden, wird eine negative Ausgabe gegeben.

Teilaufgabe b

Die Laufzeit des Algorithmus wird weitestgehend von den zwei FOR-Schleifen bestimmt.
Die Laufzeit der dufleren Schleife wird von der Anzahl der in der Formel enthaltenen
Monome bestimmt, wihrend die Laufzeit der inneren Schleife von der in den Monomen
auftretenden Literalen bestimmt ist.

Sei nun n die Anzahl der Literale, die in der eingegeben Formel F' vorkommen. Dement-
sprechend kann £’ nicht mehr als n Monome enthalten. Im worst case hat der Algorithmus
also die Laufzeit O(n?).

Die Funktion #(n) = n? beschrinkt eine k-DTM M, die DNF-SAT berechnet. Also ist
DNF-SAT € P.

Aufgabe 4

Teilaufgabe a
Folgender Algorithmus entscheidet die Sprache BIPARTIT:

ALGORITHMUS BIPARTIT
Eingabe: Graph G=([v],E)

BEGIN
1 Part[1..n] : int;

2 initialize Part[] to O;

3 foreach v € V

4 if (Part[v] = 0) or (Part[v] = 1)
5 Part[v] « 1;

6 forall u e I'(v)

7 if (Part[u] = 1)

8

9

Ausgabe: O;
else
10 Part[u] «— 2;
11 endfor;
12 else
13 Part[v] « 2;
14 forall u € I'(v)
15 if (Part[ul] = 2)
16 Ausgabe: O;

10



17 else

18 Part[u] « 1;
19 endfor;

20 endfor;

21 Ausgabe: 1;

END.

Der Algorithmus geht wie folgt vor:

Ein Graph ist bipartit, wenn sich seine Knoten derart in zwei Klassen einteilen lassen,
dass keine Kanten zwischen Knoten gleicher Klassen verlaufen. Der Algorithmus ordnet
einem Knoten v eine Klasse zu, indem er im Array Part[] an der Stelle v den Wert 1
oder 2 speichert.

Der Algorithmus besucht nach und nach alle Knoten des Eingabegraphen und ordnet
ihnen eine Klasse zu. Anschlielend wird allen Nachbarn die entsprechend andere Klasse
zugeordnet. Tritt dabei ein Konflikt auf, bricht der Algorithmus sofort mit einer ne-
gativen Ausgabe ab. Werden hingegegen alle Knoten besucht, ohne dass ein Konflikt
auftritt, wird mit einer positiven Ausgabe beendet.

Teilaufgabe b

Die Laufzeit des Algorithmus wird weitestgehend von den zwei FOR-Schleifen bestimmt.
Die Laufzeit der dufleren Schleife wird von der Anzahl der Knoten des Eingabegraphen
bestimmt, wihrend die Laufzeit der inneren Schleife von den Nachbarn dieses Graphen
bestimmt ist.

Sei nun n die Anzahl der Knoten, die im Eingabegraphen G enthalten sind. Dement-
sprechend kann jeder Knoten maximal n — 1 Nachbarn haben, sodass der Algorithmus
im worst case eine Laufzeit von O((n - (n — 1)) = O(n? — n) hat.

Die Funktion ¢(n) = n? — n beschrinkt eine k-DTM M, die DNF-SAT berechnet. Also
ist BIPARTIT € P.

11
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Serie 3

INSTITUT FUR INFORMATIK SS 2003
ALGORITHMEN UND KOMPLEXITAT 29. APRIL 2003
DR. TiLL NIERHOFF

Theoretische Informatik 111
3. Serie

Abgabe bis zum 6. Mai 2003

Aufgabe 6 [4+6 Punkte]

Gegeben sei ein Graph G = (V, E). Eine Menge V' C V heiit Knoteniberdeckung
von G, wenn jede Kante (u,v) € E wenigstens einen Knoten aus V' enthilt.

Mit VERTEXCOVER (Entscheidungsversion) bezeichnet man das Problem, zu ent-
scheiden, ob es — gegeben einen Graphen G und eine Zahl k — eine Knoteniiber-
deckung von G mit hochstens £ Knoten gibt.

a) Formulieren Sie analog zur Vorlesung die Optimierungs- und die Suchversion
des Problems VERTEXCOVER.

b) Zeigen Sie, daf fiir jede dieser drei Versionen von VERTEXCOVER gilt: Wenn
sie in P liegt, liegen auch die beiden anderen Versionen in P.

Aufgabe 7 [4+6 Punkte]

Beim Problem BINPACKING geht es darum, Objekte in méglichst wenige Behélter
gegebener Grofle zu packen. Die Entscheidungsversion ist wie folgt definiert: Gege-
ben die Zahlen ay,...,a,,b k € N. Frage: Kénnen n Objekte der Gréfen ay, ..., a,
in k£ Behilter der Grofle b gepackt werden?

a) Formulieren Sie die Optimierungs- und die Suchversion des Problems BIN-
PAcKING.

b) Zeigen Sie, da8 fiir jede dieser drei Versionen von BINPACKING gilt: Wenn sie
in P liegt, liegen auch die beiden anderen Versionen in P.

Aufgabe 8 [miindlich]

Mit PRIM bezeichnet man das Problem, zu entscheiden, ob eine binéir kodierte
natiirliche Zahl n eine Primzahl ist oder nicht. Betrachten Sie den folgenden Algo-
rithmus:

Eingabe: n.

Uberpriife fiir alle natiirlichen Zahlen i mit 2 < i < \/n, ob die Zahl n
durch i teilbar ist.

Falls dies in keinem Fall zutrifft, ist n eine Primzahl; sonst nicht.

Ist dieser Algorithmus polynomiell?

13



Aufgabe 6

Teilaufgabe a

Mit VERTEXCOVER (Optimierungsversion) bezeichnet man das Problem, gegeben einen
Graphen G, die minimale Anzahl von Knoten k zu finden, fiir die es eine Knoteniiber-
deckung von G mit k& Knoten gibt.

Mit VERTEXCOVER (Suchversion) bezeichnet man das Problem, gegeben einen Graphen
G, die Knoteniiberdeckung V' C V zu finden, deren Knotenanzahl k minimal ist.

Teilaufgabe b

Der folgende Algorithmus berechnet VERTEXCOVER, wobei VERTEXCOVERE gegeben
ist:

ALGORITHMUS VERTEXCOVERQ:
Eingabe: Graph G = (V,E);

BEGIN

1 for i = 1 to |V]|

2 if VERTEXCOVERp(G,i) =1
3 Ausgabe: i;

4 endfor;

5 Ausgabe: o0;

END

Der Algorithmus probiert fiir alle Zahlen 1 bis |V| = n durch, ob es eine Knoteniiber-
deckung mit dieser Knotenanzahl gibt und gibt beim ersten Erfolg diese Zahl aus. Da
jeder zusammenhéngende Graph eine Knoteniiberdeckung von |V| = n Knoten hat, gibt
der Algorithmus stehts eine Zahl k € N aus oder oo, falls es keine Knoteniiberdeckung
gibt.

Der Algorithmus VERTEXCOVERg wird hierbei hochstens |V| = n mal aufgerufen. Ist
VERTEXCOVERE € P, so auch VERTEXCOVER(.

Der folgende Algorithmus berechnet VERTEXCOVERg, wobei VERTEXCOVERp gegeben
ist:

ALGORITHMUS VERTEXCOVERg:
Eingabe: Graph G = (V,E);

BEGIN
1 V=V,
2 E — E;

14



0 < VERTEXCOVERQ(G);
for i = 1 to |V|
if VerTEXCoVERQ(V/\{i}, E"\{u,vju=iVv=1i})=o0
V' — V\{i};
E' — E"{u,vlu=1iVov=i};
endfor;
Ausgabe: V'

© 0 N O Ut s W

END

Der Algorithms merkt sich die minimale Anzahl von Knoten einer Knoteniiberdeckung
und testet sequentiell fiir jeden Knoten, ob er in deser Knoteniiberdeckung vorkommt:
stimmt das neue Optimum nicht mehr mit dem alten Optimum o iiberein, war i € V'
des Optimums — ansonsten wird der Knoten ¢ und alle Kanten, die ¢ enthalten, aus den
Mengen V’ bzw. E’ entfernt, sodass V’ endlich nur die Knoten enthélt, die zur Kno-
teniiberdeckung gehoren.

Dazu wird der Algorithmus VERTEXCOVER( wird héchstens |V| = n+1 mal aufgerufen.
Ist VERTEXCOVERp € P, so auch VERTEXCOVERQ.

Der folgende Algorithmus berechnet VERTEXCOVERE, wobei VERTEXCOVERg gegeben
ist:

ALGORITHMUS VERTEXCOVERE:
Eingabe: Graph G = (V,E), Zahl k;

BEGIN

1 V'« VERTEXCoOVERg(V, E);
9 if ’V/’ <k

3 Ausgabe: 0;

4 else

5 Ausgabe: 1;

END

Der Algorithmus bestimmt mittels VERTEXCOVERg die optimale Losung V' und kann
anschlieBend mittels |V'| entscheiden, ob es zur Eingabe k eine Knoteniiberdeckung exis-
tiert oder nicht.

VERTEXCOVERg wird genau einmal aufgerufen. Ist VERTEXCOVERg € P, so auch
VERTEXCOVERE.

Also gilt: VERTEXCOVERE € P < VERTEXCOVERg € P < VERTEXCOVERg € P

15



Aufgabe 7

Teilaufgabe a

Mit BINPACKING (Optimierungsversion) bezeichnet man das Problem, gegeben die Zah-
len ai,...ay,b, die minimale Anzahl von Behéltern k der Grofle b zu finden, sodass die
n Objekte in die Behilter gepackt werden kénnen.

Mit BINPACKING (Suchversion) bezeichnet man das Problem, gegeben gegeben die Zah-
len aq,...ay,b, die optimale Aufteilung in k& Behilter zu finden, sodass k minimal ist
und die n Objekte in die Behélter gepackt werden kénnen.

Teilaufgabe b

Der folgende Algorithmus berechnet BINPACKING, wobei BINPACKING g gegeben ist:

AL.GORITHMUS BINPACKING(:
Eingabe: aj,...,an,b;

BEGIN

1 for k =1 ton

9 if BINPACKINGg(ai,...,an,b,k) =1
3 Ausgabe: k;

4 endfor;

5 Ausgabe: 00;

END

Der Algorithmus probiert fiir alle Zahlen k£ = 1 bis n durch, ob es mdoglich ist, die Objek-
te ay,...,an in k Behélter der Grofle b zu packen. Sobald der Entscheidungsalgorithmus
BINPACKINGE eine Losung k gefunden hat, wird diese als optimale Losung ausgegeben.
Wird hingegen keine Losung gefunden, wird oo ausgegeben.

Der Algorithmus BINPACKINGg wird hierbei hochstens n mal aufgerufen.
Ist BINPACKINGE € P, so auch BINPACKING.
Der folgende Algorithmus berechnet BINPACKINGg, wobei BINPACKING( gegeben ist:!

ALGORITHMUS BINPACKINGg:
Eingabe: aj,...,an,b;

BEGIN
1 M:{al,...,an};

m folgenden werden Mengen benutzt, die jedoch gleiche Elemente enthalten kénnen. Die ,,Menge“

M\{a;} soll als Liste a1,...,a;—1,ait+1,...a, verstanden werden.

16



9 k «BINPACKINGo(aq,...,an,b);

3 BZ’I”LZ<—® \V/’L'G{l,...,k‘};

4 for b =1 to o

5 for v =1 ton

6 for j =1 ton

7 if i#j

S m=a; + aj;

9 if BinPackiNGo((M\{ai,a;})U{m},b) #k
10 Biny «— Biny U {ai, aj};
11 M «— M\{ai,aj};

12 endfor;

13 endfor;

14 endfor;

15 Ausgabe: Bin; 1€ {l,...,k};
END

Der Algorithmus nimmt sich sequentiell zwei Objekte a; und a; und verschmelzt diese
zu einem Objekt m. Wenn durch diese Verschmelzung keine Verédnderung an der mi-
nimalen Behélterzahl k (bestimmt duch den Optimierungsalgorithmus) auftritt, lagen
diese Elemente a; und a; in dem selben Behilter und werden im Algorithmus in Bin,
einsortiert und anschliefend aus der Objektliste entfernt.

Bei n Elementen gibt es maximal (72") Zweiermengen. Des Weiteren gibt es fiir n Elemen-
te maximal n Behilter, sodass der Algorithmus BINPACKING o ungefihr n? mal aufruft.
Ist BINPACKING € P, so auch BINPACKINGg.

Der folgende Algorithmus berechnet BINPACKING , wobei BINPACKINGg gegeben ist:

AL.GORITHMUS BINPACKINGE:
Eingabe: aj,...,an,b, Zahl k;

BEGIN

1 Bins <« BINPACKINGS(ai,...,Gn,b);
2 if |Bins| < k

3 Ausgabe: 0;

4 else

5 Ausgabe: 1;

END

Der Algorithmus bestimmt mittels BINPACKINGg die optimale Losung Bins und kann
anschliefend mittels |Bins| entscheiden, ob es eine Losung mit & Behéltern der Groflie b
existiert, in die die Objekte a1, ..., a,, b gepackt werden kénnen oder nicht.

BINPACKINGg wird genau einmal aufgerufen. Ist BINPACKINGg € P, so auch BINPACKING .

17



Also gilt: BINPACKINGE € P < BINPACKINGg € P < BINPACKINGg € P

18
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Serie 4

INSTITUT FUR INFORMATIK SS 2003
ALGORITHMEN UND KOMPLEXITAT 6. MAI 2003
DR. TiLL NIERHOFF

Theoretische Informatik III
4. Serie

Abgabe bis zum 13. Mai 2003

Aufgabe 9 [10 Punkte]

Gegeben einen Graphen G und k € N, ist beim Problem CLIQUE zu entscheiden,
ob G einen vollstindigen Teilgraphen (auch Clique genannt) auf k£ Knoten enthélt.
Gegeben einen Graphen G und k& € N, ist beim Problem INDEPENDENTSET zu
entscheiden, ob G eine stabile Menge (auch unabhiingige Menge genannt) auf k
Knoten enthalt.

Zeigen Sie, dass folgendes gilt:

a) CLIQUE <, INDEPENDENTSET

b) INDEPENDENTSET <, VERTEXCOVER

Aufgabe 10 [10 Punkte]

Zeigen Sie, dass gilt: 3SAT <, CLIQUE.

Hinweis: Betrachten Sie eine Reduktion, die jedem Vorkommen eines Literals einen
Knoten zuordnet und zwei Knoten dann mit einer Kante verbindet, wenn Sie aus
verschiedenen Klauseln stammen und kompatibel sind.

Aufgabe 11 [miindlich]

Vollziehen Sie die Reduktion 3SAT <, DHC an einem Beispiel nach.
Betrachten Sie dazu folgende 3SAT-Instanz:

(.’L‘l V.Z'QV.Z'3) A (Tl\/.z'iz\/xig) A (.’L‘l V.’L‘ZVE) A (xTVJTQng)
a) Finden Sie eine erfiillende Belegung.

b) Vollziehen Sie die Reduktion aus der Vorlesung nach, indem sie die zugehorige
DHC-Instanz konstruieren.

¢) Markieren Sie in der DHC-Instanz den Hamilton-Kreis, der IThrer erfiillenden
Belegung entspricht.

20



Aufgabe 9

Teilaufgabe a
Zu zeigen: CLIQUE <p INDEPENDENTSET.

Beweis
Sei die CLIQUE-Instanz (G, k) mit G' = (V, E) gegeben. Dazu wird der Graph G = (V, E)
mit invertierter Knotenmenge gebildet, d.h. {u,v} € F < {u,v} ¢ E.

Es gilt: G = (V, E) enthiilt einen Teilgraphen K = (V’, E’) mit |V'| = k Knoten
e genau dann, wenn Yu,v € V' (u # v) gilt: {u,v} € E
e genau dann, wenn Yu,v € V' (u # v) gilt: {u,v} ¢ F
e genau dann, wenn V/ C V mit [V/| = k zu G’ Independent-Set der Grifle k ist.

Bei |V| Knoten enthélt E hochstens (g) Kanten. Die Funktion f, die die eingegebe
CLIQUE-Instanz (G, k) wie beschrieben in die INDEPENDENTSET-Instanz (G’, k) iiberfiihrt,
ist polynomiell. Dabei soll f aulerdem alle Eingaben 2 ¢ CLIQUE auf xy ¢ INDEPEN-
DENTSET abbilden.

Somit gilt: CLIQUE <p INDEPENDENTSET O

Teilaufgabe b
Zu zeigen: INDEPENDENTSET <p VERTEXCOVER.

Beweis
Sei I ein INDEPENDENTSET der Grofe @ des Graphen G = (V, E) gegeben. Sei V' := V\I
und k= |V| — .

Es gilt: G = (V, E) enthélt Independent-Set I der Grofle 4
e genau dann, wenn Vu,v € I gilt: {u,v} ¢ E
e genau dann, wenn V{u,v} € Egilt: u¢ IVv ¢ 1
e genau dann, wenn V{u,v} € E gilt: u € V\I Vv e V\I
e genau dann, wenn V'\[ ist Vertex-Cover der Gréfle k von G.

Die Funktion f, die die eingegebe INDEPENDENTSET-Instanz (G, i) wie beschrieben in
die VERTEXCOVER-Instanz (G, k) iiberfiihrt, ist polynomiell. Dabei soll f auflerdem alle
Eingaben x ¢ INDEPENDENTSET auf 2o ¢ VERTEXCOVER abbilden.

Somit gilt: INDEPENDENTSET <p VERTEXCOVER O
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Aufgabe 10

Zu zeigen: 3SAT <p CLIQUE.

Beweis

m
Sei F' = /\(zi71,zi72,zi73) eine beliebige 3SAT-Formel gegeben, die 0.B.d.A. genau drei

=1

Literale pro Klausel enthélt. Dabei ist z; ; € {x1,22,...} U{Z1,72,...}.

Dieser Formel wird nun wie folgt ein Graph G = (V, E') und k € N zugeordnet:

vV .={(1,1),(1,2),(1,3),...,(m,1),(m,2),(m,3)}, d.h. jedem Vorkommen eines
Literales z; ; wird ein Knoten (i, j) zugeordnet.

E = {{(i,7),(p,q)} | i # p A zij # Zpq}, d.h. es verlaufen nur Kanten zwischen
Knoten, die aus unterschiedlicher Klauseln stammen und die kompatibel, d.h. ver-
einbar zueinander sind.

l:=m

Es gilt: F ist erfiillbar durch eine Belegung B

genau dann, wenn es in jeder Klausel ein Literal gibt, dass durch die Belegung B
den Wert w annimmt, z.B. 21 j,,22 455+, Zm jm -
genau dann, wenn es Literale 21 j,, 22 j,, .-, 2m,, gibt, die paarweise kompatibel

Sind, d.h. ZiJ' 7& Zi,j-

genau dann, wenn es Knoten (1,71),(2,72),...,(m,jm) in G gibt, die paarweise
verbunden sind.

genau dann, wenn es eine Clique der Grofie k = m in G gibt.

Es gibt bei m Klauseln 3m Knoten und maximal (3;”) Kanten. Die Funktion f, die
die 3SAT-Instanz F' (mit m Klauseln) wie beschrieben in die CLIQUE-Instanz (G, k)
iiberfiihrt, ist polynomiell. Des Weiteren soll f Eingaben x ¢ 3SAT auf 29 ¢ CLIQUE
abbilden.

Somit gilt: 3SAT <p CLIQUE O
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Serie 5

INSTITUT FUR INFORMATIK SS 2003
ALGORITHMEN UND KOMPLEXITAT 13. Mar 2003
DR. TILL NIERHOFF

Theoretische Informatik III

5. Serie
Abgabe bis zum 20. Mai 2003

Aufgabe 12 [10 Punkte]

Partition ist das Problem, zu einer Menge aq, ..., a, € N eine Unterteilung in zwei
Teilmengen zu finden, so dass deren Summe jeweils gleich ist. PART ist die Sprache
aller Instanzen, fiir die eine solche Unterteilung existiert:

PART = {(al, ) [ 3S €[] Y5 4 = Cicpps a}

Knapsack™ ist eine spezielle Version des Knapsack-Problems, bei der die Gewichts-
schranke gleich der Nutzenschranke ist:

Kp* ={(ay,...,an,g1,---, 92, G, A) € KP | G = A}
Zeigen Sie, dass KP* <, PART.

Aufgabe 13 [10 Punkte]

Gegeben sei eine m x n-Matrix A aus ganzzahligen Koeffizienten und ein m-Vektor
b. Wir betrachten das Ungleichungssystem Az > b, d. h.

j=1

Das Problem 0/1 Integer Linear Programming besteht darin, fiir dieses Unglei-
chungssystem zu entscheiden, ob es einen Losungsvektor = gibt, dessen Komponen-
ten jeweils 0 oder 1 sind. 0/1-ILP ist also die Sprache der (A,b), fiir die es ein
x € {0,1}" gibt, so dass (1) gilt.

Zeigen Sie, dass gilt: VERTEXCOVER <,, 0/1-ILP.

Hinweis: Ordnen Sie jedem Knoten eine Variable zu.

Aufgabe 14 [miindlich]

Eine Fuler-Tour ist ein Weg durch einen Graphen, der jede Kante genau einmal
enthélt und dessen Anfangs- und Endknoten identisch sind. EULER sei die Sprache
aller Graphen, fiir die es eine Euler-Tour gibt.

Zeigen Sie, dass EULER € P.

24



Aufgabe 12

Zu zeigen: Kp* <p PART.

Beweis
Sei (aq,...,an, A) eine Eingabe fiir Kp*. Daraus kann in polynomieller Zeit die Eingabe
(a1y...,an,S—A+1, A+1) fiir PART konstruiert werden, wobei S die Summe aller a; ist.

Falls I eine Losung fiir Kp* ist (3°,c;a; = A), erhalten wir mit 7 U {S — A + 1} eine
Losung fiir PART, da

d ai+S-A+1=A+S-A+1=S+1= > ai+1=) a+A+1
iel 1<i<n igl

Die Summe aller Zahlen in der Eingabe fiir PART betriagt 25 + 2. Eine Losung fiir PART
muss also so aussehen, dass jeder Teil sich zu S + 1 aufsummiert. Damit miissen die
Zahlen S — A+ 1 und A+ 1 in verschiedenen Teilmengen sein. Die Zahlen, die S — A+ 1
zu S 4 1 ergéinzen, haben die Summe A und bilden eine Losung fiir Kp*.

Somit ergeben sich zwei Teilmengen: in der ersten ist die Losung von KP*, zusammen
mit der Zahl S — A + 1, wiahrend die andere alle Zahlen enthélt, die nicht zur Losung

von KP* gehéren, zusammen mit der Zahl A + 1.

Somit gilt: Kp* <p PART O

Aufgabe 13

Zu zeigen: VERTEXCOVER <p 0/1-ILP.

Sei G = (V, E) ein Graph und V' C V eine Knoteniiberdeckung von G gegeben. Daraus
wird wie folgt eine m x n-Matrix A gebildet, wobei m = |E| und n = |V/|.

Fiir jede Kante {u, v} wird eine Zeile in der Matrix A wie folgt gefiillt: an der Spalte des
Knotens u und v wird eine 1, in alle anderen Spalten eine 0 geschrieben.

Aus der Knoteniiberdeckung V' wird wie folgt der Vektor Z gebildet:

1, eV’
Tj =
0, sonst

Der Vektor b besteht aus n Einsen.

Die Konstruktion der Matrix, sowie der beiden Vektoren ist sicherlich in polynomieller
Zeit machbar.
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V' C V ist Knoteniiberdeckung von G = (V, E)

genau dann, wenn jede Kante {u,v} € E wenigstens einen Knoten aus V' enthélt

genau dann, wenn in der Matrix A in der Zeile der Kante {u,v} in der Spalte u
und v eine 1, ansonsten nur Nullen stehen und der Vektor & an der in der Zeile u
oder v eine 1 enthéilt

n
genau dann, wenn fiir jede Zeile i gilt: Z ajj-xj > b;
j=1
genau dann, wenn gilt: Ax > b

genau dann, wenn (A,b) € 0/1-ILp

Somit gilt: VERTEXCOVER* <p 0/1-ILP a

Beispiel
Gegeben Graph G = (V, E) mit V = [5] und F = {{1,2},{1,3},{2,4},{3,4},{4,5}}.
Fiir die Knoteniiberdeckung V'’ = {1, 4} ergibt sich:

11000 1 1
10100 0 1
A=l01010|,z=|0|,6=]1
00110 1 1
00011 0 1

Es gilt: Ax > b.
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Serie 6

INSTITUT FUR INFORMATIK SS 2003
ALGORITHMEN UND KOMPLEXITAT 20. MA1 2003
DRr. TiLL NIERHOFF

Theoretische Informatik 111

6. Serie
Abgabe bis zum 27. Mai 2003

Aufgabe 15 [4+6 Punkte]

Seien 1, ..., x, Boole’sche Variablen.

a) Losen sie Aufgabe b) fiir den Spezialfall i = 1.

b) Geben Sie eine CNF-Formel ¢(z1,. .., x,) an, die polynomielle Lange in n hat
und genau dann erfiillt ist, wenn genau i der Variablen xy, ..., z, wahr sind.
Aufgabe 16 [10 Punkte]

Sei N’ eine NTM, die polynomiell zeitbeschrénkt ist. Zeigen Sie, dass es dann auch
eine — ebenfalls polynomiell zeitbeschrinkte — NTM N mit L(N) = L(N') gibt, de-
ren Berechnung in eine (nichtdeterministische) Ratephase und eine darauffolgende,
deterministische Priifphase unterteilt ist. Dabei ist die Konfiguration zu Beginn der
Priifphase von der Gestalt

.- Or0gow0d - - -,

wobei r € {0, 1}* eine geratene {0, 1}-Folge ist, o ein ausgezeichneter Zustand und

w die Eingabe.

Aufgabe 17 [miindlich]

Eine andere Moglichkeit, Laufzeit fiir eine nichtdeterministische Turing-Maschine N
zu definieren, ist:

() {La’inge einer lingsten akzeptierenden Berechnung fiir x, falls z € L(N)
N{T) =

1, sonst

Andert sich die Klasse NP, falls man diese Definition der Laufzeit zugrundelegt?
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Aufgabe 15

Seien z1,...,x, Boole’sche Variablen. Fiir beliebiges ¢ werden zunéchst zwei Mengen
von Klauseln gebildet:

e K ist die Menge aller Klauseln mit jeweils 41 verschiedenen negierten Variablen.

e K ist die Menge aller Klauseln mit jeweils n— (i —1) verschiedenen, nicht negierten
Variablen.

Sei F(21,...,2n) = /\K1 /\/\K2
Zu zeigen:
1. F ist CNF-Formel

2. F hat polynomielle Linge in n

3. F ist genau dann erfiillt, wenn genau i der Variablen wahr sind

Beweis
1. F ist eine Konjuktion von Klauseln.

2. K; enthilt (lﬁl) Klauseln mit je ¢ 4+ 1 Literalen.

K5 enthilt (n_(?_l)) Klauseln mit je n — (i — 1) Literalen.

Da (111) < n'*! und (n—(Z’L—l)) = (n—(nf(i—l))) = (,}) <n'~! hat F in n polyno-
miell viele Klauseln mit jeweils ¢ + 1 bzw. n — (i — 1) vielen Literalen.

3. Kj ist genau dann erfiillbar, wenn h6chstens i der Variablen wahr sind. Wenn mehr
als ¢ Variablen wahr sind, gibt es in K7 mindestens eine Klausel, die nicht erfiillt
werden kann.

K> ist genau dann erfiillbar, wenn mindestens ¢ der Variablen wahr sind. Wenn
weniger als ¢ Variablen wahr sind, gibt es in K mindestens eine Klausel, die nicht
erfiillt werden kann.

Aus beiden Aussagen folgt: F' ist genau dann erfiillbar, wenn genau ¢ Varialben

wahr sind.
Anmerkung
Der Fall i = n soll durch die Formel F(x1,...,z,) = Aj_; ¥; abgedeckt werden, da hier

die Konstruktion von Kj mit ,;i+1 verschiedenen Variablen“ nicht moglich ist. Offen-
sichtlich ist F' genau dann erfiillbar, wenn alle (bzw. i) Variablen wahr sind.
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Aufgabe 16

Bei einer nichtdeterministischen Turingmaschine kann es zu jedem Zustand und gele-
senem Zeichen mehrere Nachfolgezustinde geben, aus denen einer nichtdeterministisch
ausgewihlt wird. Bei der Eingabe w durchlduft die Turinmaschine N’ einen Pfad auf
einen Konfigurationsbaum, dessen Wurzel die Startkonfiguration gow ist. Sie akzeptiert
die Eingabe w, wenn sie auf diesem Pfad eine Konfiguration mit einem Endzustand er-
reicht oder die polynomielle Zeitbeschrankung erreicht.

Die Turingmaschine N geht wie folgt vor:

e Ratephase: N schreibt nichtdeterministisch » € {0,1}* links neben die Eingabe
und geht dann in die Priifphase iiber.

e Priifphase: N rekonstruiert den Konfigurationsbaum von N’ und interpretiert die
geratene {0, 1}-Folge r als Godelzahlen der von N’ eingenommen Konfigurationen.
So kann N in jedem Schritt deterministisch ihre Nachfolgekonfiguration ermitteln
und w akzeptieren, falls die letzte in r codierte Konfiguration einen Endzustand
enthélt oder die polynomielle Zeitschranke iiberschritten wird.

Die Turingmaschine N ist dabei immer noch polynomiell zeitbeschrankt:

e die Ratephase ist per Definition linear

e die Konstruktion des Konfigurationsbaumes von N’ ist polynomiell, da N’ poly-
nomiell zeitbeschrankt ist

e die Auswahl der Nachfolgekonfiguration in jedem Schritt ist in |w| quadratisch,
da N in jedem Schritt den Kopf vom gelesenen Zeichen w; zu den Ratebits r und
zuriick bewegen muss
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Serie 7

INSTITUT FUR INFORMATIK SS 2003
ALGORITHMEN UND KOMPLEXITAT 27. MAI1 2003
DR. TiLL NIERHOFF

Theoretische Informatik 111
7. Serie

Abgabe bis zum 3. Juni 2003

Aufgabe 18 [10 Punkte]

3SAT* ist die Sprache aller Formeln in konjunktiver Normalform, die erfiillbar sind
und deren Klauseln aus jeweils drei verschiedenen Literalen bestehen.
Zeigen Sie, dass 3SAT* NP-vollstindig ist.

Aufgabe 19 [10 Punkte]
Das Problem Task Scheduling ist wie folgt definiert: Gegeben eine Zahl £ € N und
n Auftrige mit den Ausfiihrungszeiten ti,...,t, € N, dem Schlusstermin d € N

und den Verlusten vy,...,v, € N. Dabei steht v; fiir den Verlust, der entsteht,
wenn Auftrag ¢ nicht zum Termin d fertig ist. Die Fragestellung ist: Gibt es
einen Ausfithrungsplan beginnend zum Zeitpunkt 0, der zu einem Gesamtverlust
von hochstens £ fiihrt?

Formal: Gibt es eine Permutation (i, ...,%,) der Zahlen 1,...,n, so dass

ZVerlust]—(il, ceyin) < K7
j=1

Dabei ist

Verlust;(ii,. .., i) == {U"J" falls i, +t;, +- -+ +;; > d
0, sonst.
TASKSCHEDULING ist die Sprache aller Task-Scheduling-Instanzen, fiir die es eine
solche Partition gibt.
Zeigen Sie, dass TASKSCHEDULING NP-vollstindig ist.
Hinweis: Als Ausgangsproblem fiir die Reduktion koénnen sie z.B. PART verwenden.
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Aufgabe 18

Zu zeigen: 3SAT* ist N'P-vollstindig.

Es gilt: B ist NP-vollstindig, falls

1.

2.

Zu 1.

Zu 2.

BeNP
AENP:>A§7>B

Sei F' eine Boole’sche Formel. Die Sprache 3SAT* liegt in AP, da sie von
einer RVTM entschieden werden kann:

e rate nichtdeterministisch eine Belegung (3

e priife, ob @ die Formel F erfiillt

Dieser Test, zusammen mit der Uberpriifung, ob jede Klausel drei unter-
schiedliche Literale enthilt, ist polynomiell machbar.

Es gilt: 3SaT* € NP

Die N'P-Hirte wird durch die Reduktion 3SAT <p 3SAT* gezeigt:

Sei F(x1,...,x,) eine eine Boole’sche Formel in konjunktiver Normalform,
deren Klauseln hochstens drei Literale enthalten. Da nur Klauseln der mit
drei unterschiedlichen Literalen den Einschrinkungen von 3SAT* geniigen,
miissen die restlichen Klauseln umgeformt werden.

Dazu werden in jenen Klauseln, die ein Literal mehrfach enthalten, neue
Variablen y; eingefiigt, die jeweils ein mehrfaches Vorkommen ersetzen. So
werden Klauseln der Form (z V2 V z) durch (z Vy;1 V y2) ersetzt. Damit sich
die Erfiillbarkeit von F' durch die neuen Variablen nicht veréndert, auflerdem
werden drei neue Klauseln (zVy1Vye), (xVy1 Vy2) und (VY1 Vyz) eingefiihrt.

Die daraus entstehende Formel F'(z1,...,%n,y1,...,Ymn) enthilt nun nur
noch Klauseln mit unterschiedlichen Literalen. Es bleibt nun, Klauseln mit
weniger als drei Literalen auf drei Literale ,aufzufiillen“: Klauseln der Form
x werden in (z V z1 V z2) umgeformt. Anschliefend werden wieder Klauseln
(xVZ1V 22), (x V21 VZ2) und (x V Z1 V Z2) eingefiihrt.

Die nun entstandene Formel F”(z1,...,Zn, Y1, -+ Ym, 21 - - -, 20) enthilt nun
nur noch Klauseln mit genau drei unterschiedlichen Literalen.

Fine Reduktion f die von 3SAT-Instanzen auf 3SAT*-Instanzen abbildet fiithrt
eben jene Umformungen durch. Diese hingen nur von der Anzahl der Klau-
seln und den enthaltenen Literalen ab und sind polynomiell machbar (im
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worst case enthédlt f(F) nach den Umformungen viermal so viele Klauseln
wie F).

Eingaben = ¢ 3SAT soll f auf xg ¢ 3SAT* abbilden.

Es gilt: 3SAT <p 3SAT* und durch die Transitivitit der <p-Relation gilt:
CNF-SAT <p 3SAT*.

Somit gilt: 3SAT* ist N'P-vollstindig. O

Aufgabe 19
Zu zeigen: TASKSCHEDULING ist NP-vollstindig.

1. TASKSCHEDULINGE NP, da eine nichtdeterministische Turingmaschine eine Per-
mutation der Auftrige raten kann und anschlieBend durch Ausrechnen des Ge-
samtverlustes iiberpriifen kann, ob die geratene Reihenfolge korrekt war. Dies ist
in polynomieller Zeit machbar.

2. Sei (g1,---,9n,0a1,--.,9n, G, A) eine Kp-Instanz mit

e Gewichten g;

e Nutzen q;

e Gewichtsschranke G
e Nutzenminimum A

Daraus kann eine TASKSCHEDULING-Instanz gewonnen werden, indem die Kp-
Parameter wie folgt interpretiert werden:

e Ausfiihrungszeiten t; := g;
e Verluste v; := a;
e Schlusstermin d := G
n
e Maximalverlust k := (Z ai> —A
i=1
Sei f die Reduktion, die diese Umformung, die sicherliche polynomiell ist, vollzieht.
AuBerdem soll f alle x ¢ Kp auf o ¢ TASKSCHEDULING abbilden.
Es gilt: (g1,---,9n,a1,-.-,9n,G, A) € KP
e genau dann, wenn es eine Auswahl O C [n] aus den Objekten 1,...,n gibt
sodass gilt: > ,cn 9 < Gund ) ,.na; > A (sei O = {iy,...,i;})
e genau dann, wenn » ;.5 9; < G und 3000 < (301 @) — A
e genau dann, wenn » ;.o d; < dund } o0 <k
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e genau dann, wenn Verlust;(iy,...,1;) = 0und Verlusty, (i1, ..., 4,0,...,ln) <

k (sei {ly,...,ln} :=[n]\O)

e genau dann, fiir die Permutation (iq,...,45,01,...,ly,) der Objekte 1,...,n
gilt: Verlusty, (i1, ..., 45,0, ..., ln) < k
e genau dann, wenn (dy,...,dy,v1,...,0,,d, k) € TASKSCHEDULING

Es gilt: Kp <p TASKSCHEDULING und durch die Transitivitit der <p-Relation
gilt: CNF-SAT <p TASKSCHEDULING.

Somit gilt: TASKSCHEDULING ist NP-vollstéindig. O
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Serie 8

INSTITUT FUR INFORMATIK SS 2003
ALGORITHMEN UND KOMPLEXITAT 3. Junt 2003
DR. TILL NIERHOFF

Theoretische Informatik III

8. Serie
Abgabe bis zum 10. Juni 2003

Aufgabe 20 [10 Punkte]

Betrachten Sie folgenden Appoximationsalgorithmus:

Eingabe: Graph G
Finde Tiefensuchbidume auf allen Komponenten von G

Gib die Menge S aller Knoten von G aus, die nicht Blatt eines gefundenen
Suchbaumes sind.

Zeigen Sie, dass dies ein korrekter Approximationsalgorithmus fiir eine minimale
Knoteniiberdeckung mit Giite 2 ist.
Hinweis fiir die Giite: Zeigen Sie, dass G ein Matching auf |.S|/2 Knoten hat.

Aufgabe 21 (10 Punkte]

Gegeben ist ein gerichteter Graph G. Das Problem AZYKLISCHERSUBGRAPH be-
steht darin, einen Subgraphen von G mit maximal vielen Kanten zu finden, der
keine gerichteten Kreise enthélt (d.h. aus jedem Knoten des Kreises zeigt eine
Kante hinaus und eine hinein). Finden Sie einen Approximationsalgorithmus fiir
AZYKLISCHERSUBGRAPH, der Giite 2 hat.

Hinweis: Knoten nummerieren und entweder die Kanten nehmen, die aufwérts gehen
oder die, die abwértsgehen, je nachdem, wovon es mehr gibt.

Aufgabe 22 [miindlich]

Im letzten Semester haben Sie den Algorithmus Kp_DP kennengelernt, der Kp in
der Zeit O(n - G) 16st. Gilt deshalb P = NP?
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Aufgabe 20

Behauptung
Der Algorithmus ist ein Approximationsalgorithmus fiir eine minimale Knoteniiberde-
ckung der Giite 2. Zu zeigen:

1. der Algorithmus ist polynomiell
2. S ist eine Knoteniiberdeckung von G

3. S hat hochstens doppelt so viele Knoten wie die minimale Knoteniiberdeckung von

G

Beweis
1. Da die Tiefensuche in O(m(G)) = O(n?) machbar ist, ist der Algorithmus polyno-
miell.

2. Die Suchbdume enthalten alle Knoten des Graphen G, und zwar als Blatt oder als
Nicht-Blatt. Die Menge S enthiilt per Definition alle Nichtblatter. Jedes Blatt eines
Baumes hat per Definition nur eine einzige Kante zum Rest des Baumes, ndmlich
zu einem Nichtblatt. Somit beriihrt S sowohl die Kanten zwischen den einzelnen
Nicht-Bléttern, als auch die Kanten zu den Blédttern und ist somit sowohl eine
Knoteniiberdeckung fiir die Suchbdume, als auch fiir den gesamten Graph G.

3. Da alle Knoten aus S auf den Suchbdumen Nicht-Bldtter waren, haben sie (mit
Ausnahme der Wurzeln) mindestens zwei Nachbarn, also Kanten zu entweder
Bldttern v ¢ S oder Nicht-Bléttern w € S. Fiigt man solche Kanten zu einem
Matching M hinzu, sodass jeder Knoten aus S vom Matching beriihrt wird, so
erhalt man ein Matching mit mindestens @ Kanten. Dieses Matching ist gleich-
zeitig ein maximales Matching auf G, da S eine Knoteniiberdeckung ist.

Nach der Vorlesung gilt: | J M ist eine Knoteniiberdeckung der Giite 2. O
Aufgabe 21
Algorithmus

Eingabe: Graph G = (V, F) mit V = [n]

while E # ()

wihle Kante e = (u,v) aus E aus und entferne sie aus E
ifu<w
then Ey «— (u,v)
else Fy « (u,v)
if [Eq] > |Esl
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then Ausgabe: (V, Ey)
else Ausgabe (V, Es)

Behauptung
Der obige Algorithmus ist ein Approximationsalgorithmus fiir AZYKLISCHERSUBGRAPH
der Giite 2. Zu zeigen (sei G’ = (V, E’) der ausgegeben Graph):

1. der Algorithmus ist polynomiell
2. G’ ist ein Subgraph von G
3. G’ ist azyklisch

4. G’ hat mindestens halb so viele Kanten wie der maximale azyklische Subgraph von

G

Beweis
1. Fiir eine Kantenmenge E mit m Kanten muss der Algorithmus insgesamt 2m
Vergleiche durchfithren, um zu entscheiden, ob die jeweilige Kante zu E; oder zu
FE5 hinzugefiigt werden soll. Bei maximal (g) Kanten arbeitet der Algorithmus in

O(n?).
2. G’ ist offensichtlich ein Subgraph von G, da E' C F gilt.

3. Lemma: Die Knoten jedes gerichteten azyklischen Graphen lassen sich so durch-
nummerieren, dass fiir jede Kante (u,v) € E gilt: Nummer von v < Nummer von
v. (aus Schoning: ,,Ideen der Informatik*)

Wurde vom Algorithmus F; gewéhlt, ist G’ offensichtlich azyklisch, da u < v fiir
jede Kante (u,v) € Fj vorausgesetzt wurde. Wurde vom Algorithmus hingegen Eo
ausgewéhlt, so kann durch andere Durchnummerierung der Knoten (beispielsweise
mit anderem Vorzeichen, also V' := {—u | u € V} und E' := {(—u, —v) | (u,v) €
E}) das Lemma erfiillt werden. G’ ist auch in diesem Falle azyklisch.

4. Der Algorithmus teilt die Kantenmenge E stets in zwei Teilmengen E; und Es auf
und gibt die grofere zuriick. Sei nun E* die Kantenmenge eines azyklischen Sub-
graphen von G mit maximal vielen Kanten. Es konnen Kanten e € E* existieren,
die nicht vom Algorithmus erfasst werden und somit e ¢ E’ gilt. Diese Kanten
gehoren dann zur Menge E” := E\E'. Es gilt: |[E’'| > |E”|. Es kénnen also ma-
ximal |E’| viele Kanten e existieren mit e € E* und e ¢ E’. Fiir diesen Fall gilt:
|E'| = |E"| und |E'| = 3|E|. Da auierdem gilt: E' C E* und wir |E’| Kanten e mit
e € E* und e ¢ E' vorausgesetzt haben, gilt: E' U E"” = E* = E. Fiir |E'| = |E"|
gilt also |E'| = 3|E*|.

Fiir den allgemeinen Fall |E’| > |E”| gilt: |E'| > }|E*|. Der Algorithmus findet
somit einen azyklischen Subgraphen von G, der mindestens halb so viele Kanten
wie der maximale azyklische Subgraph von G hat.
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Aufgabe 23 [10 Punkte]

Ein k-Cut ist eine Partition der Knoten eines Graphen in k Teile. Unter der Grifle
eines k-Cut versteht man die Anzahl der Kanten, die zwischen verschiedenen Teilen
des k-Cut verlaufen. Das Optimierungsproblem MAXCUT(G) sucht fiir konstantes
k nach einem groften k-Cut.

Geben sie einen Approximationsalgorithmus der Giite 1 — % fiir MAXCUT,(G) an.

Aufgabe 24 [3+7 Punkte]
Gegeben sei eine Instanz n, gy, ..., gy, a1, .. .,a,, A, G des Rucksackproblems.

a) Der Greedy-Algorithmus sortiert zuerst die Objekte nach dem Quotienten aus
Nutzen und Gewicht (d.h. es gelte a;/g1 > az/ga > ... > an/gn) und versucht dann
nacheinander die Objekte 1,...,n in den Rucksack zu packen.

Zeigen Sie, dass der Greedy-Algorithmus kein R-Approximationsalgorithmus fiir ir-
gendein konstantes R ist.

b) Ein modifizierter Greedy-Algorithmus gebe das Maximum der Losung des obi-

gen Greedy-Algorithmus und einer Losung, die nur aus einem Objekt besteht, aus.
Zeigen Sie, dass das ein 2-Approximationsalgorithmus ist.

Hinweis zu b): Sei I C {1,...,n} mit Nutzen a(I) die Lésung des Greedy-Algorith-
mus, und sei ¢ := min{j : j & I'}. Zeigen Sie, dass die optimale Losung einen Nutzen
von hochstens a(I) + a; hat, und folgern Sie die Aussage daraus.
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Aufgabe 23

Algorithmus
Eingabe: Graph G = (V, E), k

foreach u e V

bestimme Menge M;, zu der u die wenigsten Kanten hat, also die Menge
M;, fir die gilt: [{{u,v} | v € M;}| ist minimal.

M iU
endfor

Ausgabe: My,..., M,

Falls nach Ablauf des Algorithmus noch leere Mengen existieren, werden in diese jeweils
eine Kante aus anderen Mengen verschoben.

Behauptung
Der obige Algorithmus ist ein Approximationsalgorithmus fiir MAXCuTg(G) der Giite
1-— % Zu zeigen:

1. der Algorithmus ist polynomiell

2. My,... My ist ein k — Cut

3. der gefundene k-Cut hat mindestens 1 —% so viele Kanten wie eine optimale Losung
Beweis

1. Der Algorithmus durchlduft die Schleife bei n Knoten genau n mal. Der Test auf
Nachbarschaft muss maximal (};) (Anzahl der Kanten) mal durchgefiihrt werden.

2. Die Knotenmenge V wird in k Mengen aufgeteilt, was der Definition des k-Cuts

genligt.
3. Ein einzusortierende Knoten hat in den Mengen M, ..., M} hochstens @ Nach-
barn. Insgesamt haben die Knoten in den Mengen My, ..., My den Grad M.

Dies entspricht E”%,gd(v) Kanten innerhalb der Mengen.

Diese Kanten werden bei der GroBlenbestimmung des k-Cut nicht beriicksichtigt.
Der Algorithmus findet also héchstens

Yyev d(v) 2/B| 7] 1
pl-=V 2 g -2 g -2 =B (1- =
Bl - 22 S0 gy - S < B - =B (1

Kanten. Bei |E| Kanten ist die maximale Grofle eines k-Cuts | E|. Fiir die Giite des
Algorithmus gilt also mindestens:
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Aufgabe 24

Teilaufgabe a

Behauptung: Der Greedy-Algorithmus ist kein R-Approximationsalgorithmus fiir irgend-
ein konstantes R.

Beweis durch Kontraposition:

Annahme: Der Greedy-Algorithmus ist ein R-Approximationsalgorithmus (R € Q).
Dann findet er fiir eine beliebige Instanz I = (g1,...,9n,a1,...,an, A, G) € KP eine
Losung L C {1,...,n}, fiir die gilt: a(L) > % -opt(I).

Insbesondere muss diese auch fiir I’ = (R+2,1,R+ 1,1,1,R + 2) € KP gelten. Da
der Algorithmus jedoch auf Grundlage der Quotienten aus Nutzen und Gewicht die Be-
packung bestimmt, findet der Algorithmus die Lésung L' = {2} mit a(L’) = 1. Die
optimale Losung wire allerdings L* = {1} mit a(L*) = R+ 1.

Da der Algorithmus laut Annahme ein R-Approximationsalgorithmus ist, muss gelten:

a(L') > & -a(L*), jedoch ist 1 # & - (R+1). Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, der
Greedy-Algorithmus ist ein R-Approximationsalgorithmus.
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Abgabe bis zum 24. Juni 2003

Aufgabe 25 [5+3+7+5 Punkte]

Gegeben seien n Auftrage mit den Laufzeiten py, ..., p,, sowie eine Anzahl m von
Maschinen, die parallel arbeiten. Das Optimierungsproblem MACHINESCHEDULING
besteht darin, eine Reihenfolge und Maschinenzuordnung fiir die Auftriige zu finden,
so dass die benétigte Zeit bis zum Abarbeiten des letzten Auftrags minimal ist.
Betrachten Sie den folgenden Algorithmus GREEDYSUM:

Eingabe: n, p1,...,pn, m

For z in {1,...,n} do
Hiange Auftrag x an die Warteschlange der Maschine mit der momentan
kleinsten Summe der Laufzeiten der zu bearbeitenden Prozesse

EndFor

a) Zeigen Sie, dass die Entscheidungsversion von MACHINESCHEDULING fiir m = 2
NP-vollsténdig ist.

b) Zeigen Sie, dass die Entscheidungsversion von MACHINESCHEDULING fiir alle
m > 2 NP-vollstandig ist.

¢) Zeigen Sie, dass GREEDYSUM eine Approximationsgiite von 2 — % hat.

Hinweis: Sei C' die Zeit, die der Algorithmus benétigt, bis der letzte Auftrag abge-
arbeitet ist. Sei M eine Maschine, die die volle Zeit C' bendtigt. Sei ¢ der Auftrag
(mit Laufzeit p;) der als letztes auf M verteilt wird. Sei C,p die von der optimalen
Losung bendtigte Zeit. Zeigen Sie, dass

n
m(C —p;) +p; < Zp]- < mClop

j=1

und leiten Sie daraus das Ergebnis ab.

d) Zeigen Sie, dass es fiir jedes m ein n und eine Instanz n,py,...,p,, m gibt, so
dass GREEDYSUM auf dieser Instanz eine Giite von genau 2 — % hat.
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Aufgabe 25

Teilaufgabe a
Zu zeigen: die Entscheidungsversion von MACHINESCHEDULING fiir m = 2 ist N'P-

vollstandig:

PART <p 2-MS PART:
e Eingabe ist eine Menge A mit den Elementen ay,...,a, € A

e Ausgabe ist eine Aufteilung der Elemente in 2 Untermengen A; und As, so dass
die jeweiligen Summen der Elemente gleich sind (> A; =) Ag).

Sei (A, s) eine Instanz von PART. Sei t = w mit s(1) = p;. Dann ist (A, s,t) eine
Instanz von 2-MS, wobei ¢t der maximale Zeitaufwand zur Abarbeitung der Aufgaben ist.

(=) Wenn (A,s) eine ,Ja“-Instanz der Entscheidungsversion fiir PART ist, dann ist
YA =) As =t,und (A, s,t) ist auch eine , Ja“-Instanz der Entscheidungsversion fiir
2-MS.

(<) Wenn (A, s,t) eine ,Ja“-Instanz der Entscheidungsversion des 2-MS, dann gilt: A;
und A, seien die Aufgaben fiir die Maschinen M; und Ms des 2-MS. Der maximale
Zeitaufwand, um A; zu bearbeiten ist ¢, das gilt auch fiir As.

Also ist > A1 = > Ay = 2t = > s(n) aus PART. (A4, s) ist also eine , Ja“-Instanz fiir
PART.

Da PART N P-vollstindig ist und PART <p 2-MS gilt: 2-MS ist N'P-vollstéindig. O

Teilaufgabe b
Zu zeigen: die Entscheidungsversion von MACHINESCHEDULING fiir beliebiges m ist N'P-

vollstandig:

Wir nehmen uns eine Instanz (A, s, t) aus 2-MS und formen sie um in eine m-MS-Instanz
(A, ¢, t) (also zeigen, dass 2-MS <p m-MS gilt), indem wir folgende Substitutionen
vornehmen:

o A'=AU{v}U{v}...U{v} mit m — 2 Kopien von {v}, wobei v ¢ A
e s(v)=tund s'(z) =s(z) VreA

(=) Wenn (A4, s,t) eine ,,Ja“-Instanz der Entscheidungsversion des 2-MS ist, dann ent-
spreche die Aufteilung A fiir 2 Maschinen der Aufteilung A’ fiir m Maschinen (mit
A" =AU {v}...U{v}). Die m — 2 Aufgaben werden zusétzlich zugewiesen und ¢ wird
als Zeitlimit fiir alle Aufgaben beriicksichtigt. (A’ s’,t) ist dann also eine ,Ja“-Instanz
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der Entscheidungsversion des m-MS.

(<) Die ja-Instanz der Entscheidungsversion des m-MS (A4’,s,t) ist nun wie folgt in
eine ja-Instanz der Entscheidungsversion des 2-MS (A, s, t) umzuwandeln:

e man betrachte die Aufgabenunterteilungen Ay, ..., A,, keine von ihnen kann gleich-
zeitig die Aufgaben v und  beinhalten, also gilt s'(v) + §'(x) =t + s(x) > ¢

e m—2 der Aufgaben aus A’ miissen v enthalten, weil es ja m — 2 Kopien von v gibt.

e wenn nun A; und A; die Aufgabenunterteilungen sind, die {ibrig bleiben (also
m — (m — 2)), so enthalten diese nur Aufgaben, die unterschiedlich von {v} sind.

(A, s,t) ist dann also eine , Ja“-Instanz der Entscheidungsversion des 2-MS.

Da nach Teilaufgabe a) gilt: 2-MS ist N'P-vollstindig und 2-MS <p m-MS gilt, gilt:
m-MS ist N'P-vollstindig. O
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Bewertungen

e Aufgabe 1: alles OK [8/8]

e Aufgabe 2: alles OK [12/12]

e Aufgabe 3: alles OK [10/10]

e Aufgabe 4a:
e Aufgabe 4b:
e Aufgabe 6a:

e Aufgabe 6b:
[3/6]
e Aufgabe Ta:

e Aufgabe 7h:

Korrektheitsbeweis fehlt [2/4]
alles OK [6/6]
alles OK [4/4]

Fehler im Such-Algorithmus: Dreiecke werden nicht korrekt erkannt

alles OK [4/4]
Tippfehler im Such-Algorithmus [4/6]

e Aufgabe 9: Missversténdnisse [8/10]

e Aufgabe 10:
e Aufgabe 12:
e Aufgabe 13:
e Aufgabe 15:

e Aufgabe 16:

Fragezeichen am ,,0.B.d.A.“ und Tippfehler [7/10]
alles OK [10/10]
fehlt: ,x darf héchstens k Einsen enthalten® [8/10)]
alles OK [10/10]

Godelzahlen nicht polynomiell [6/10]

e Aufgabe 18: Umformung der Klausel nicht ausfiihrlich genug erklért, auffiillen nicht
notwendig [6/10]

e Aufgabe 19:
e Aufgabe 20:
e Aufgabe 21:
e Aufgabe 23:

Tippfehler (ai,...gn), d; nicht erklart [6/10]
nicht schliissig [1/10]
nicht schliissig, Umkehrschluss des Lemmas nicht OK [4/10]

teilweise ungenau [7/10]

e Aufgabe 24a: alles OK [3/3]
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Aufgabe 24b:
Aufgabe 25a:
Aufgabe 25b:
Aufgabe 25¢:
Aufgabe 25d:

nicht gemacht [0/7]

unvollstéindig (habe Text aus Buch iibersetzt) [0/5]
unversténdlich (habe Text aus Buch iibersetzt) [0/3]
nicht gemacht [0/7]

nicht gemacht [0/5]

49



	Serie 1
	Serie 2
	Serie 3
	Serie 4
	Serie 5
	Serie 6
	Serie 7
	Serie 8
	Serie 9
	Serie 10
	Bewertungen

