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3.1.3. Schnelle Sortierverfahren

a) Wiederholung: MERGESORT (ca. 1942 entwickelt)

· "Teile und Herrsche" Prinzip (siehe alte Folie "Mergesort")

· Komplexitätsanalyse:
Cmin (n) = Cmax (n) = Cmit (n) = ( (n ( log 2 n)
Mmin (n) = Mmax (n) = Mmit (n) = ( (n ( log 2 n)

· Bemerkung:

a) das Verfahren nutzt den Umstand, dass das Verschmelzen von 2 sortierten Teilfolgen viel schneller ist als das Sortieren

b) der Gewinn an Laufzeit wird mit linear wachsend zusätzlichen Speicherplatz erkauft

b) QUICKSORT (1962 von Hoare)

· Strategie analog zu MERGESORT ("Teile und Herrsche"), aber kein zusätzlicher von n abhängiger Speicher für Datensätze, sondern:

a) Hilfsspeicherplätze für Tauschoperationen

b) Verwaltung von Informationen betr. Rekursion

· Beschreibung des Verfahrens: S = {s1, s2, ..., sn}

a) Auswahl eines beliebigen Elementes k ( {k1, k2, ..., kn} als "Pivotelement" (key = {k1, k2, ..., kn})

b) Aufteilung der Schlüsselmenge key \ {k} in 2 Teilmengen key_1 und key_2, wobei key_1 alle Elemente von key mit kleiner gleich k enthält und key_2 alle Elemente mit key größer oder gleich k

c) sind in  key_1 i–1 Elemente enthalten – demzufolge in key_2 n–i  Elemente – so ist i die endgültige Position von k

d) sortieren von key_1 und key_2 rekursiv auf dieselbe Weise zu key_1' und key_2'

e) zusammensetzen der Ergebnisse key_1' ( {k} ( key_2' zur sortierten Gesamtmenge


Beispiel:
S = {4 | ..., 5 | ..., 0| ..., 2 | ..., 1| ..., 6 | ...}



j:

1
2
3
4
5
6



sj.key:

4
5
0
2
1
6      (z.B. Mitte als Pivote.)



Pivot (0):
0    |
4
5
2
1
6



Pivot (2):


1     |
4
5
6



Zusammen:
0
1
2
4
5
6


· Implementierung:

a) Aufteilung bzgl. Pivotelement soll an Ort der ursprünglichen Datensätze erfolgen ohne zusätzlichen von n abhängigen Speicher

b) Prozedurkopf: QUICKSORT (var s: sequence; l, r: integer) – Prozedur sortiert Feld s von Position l (lies: "el" für links) bis Position r, d.h. sl, ..., sr von s

c) Festlegung: Pivotelement sei Schlüssel von 
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 (die Mitte des zu sortierenden Teilfeldes)

d) "in-situ-Aufteilung" des Teilfeldes sl, ..., sr bezüglich k:

1. Positionszeiger i bewegt sich von links nach rechts über alle Elemente hinweg, deren Schlüssel kleiner als k ist bis Element mit si.key ( k erreicht ist

2. Positionszeige j bewegt sich vom rechten Ende nach links über alle Elemente hinweg, deren Schlüssel größerist als k bis Element mit sj.key ( k erreicht ist

3. vertauschen von si mit sj wodurch beide Elemente bzgl. k in der richtigen Reihenfolge stehen

4. Fortsetzung der Vorgehensweise bis gesamter zu sortierender Teilbereich sl, ..., sr vollständig durchmustert ist, d.h. bis Zeiger i und j übereinander hinweg gelaufen sind – damit liegt auch Position von k fest

e) Aufruf zum Sortieren der Menge s: QUICKSORT (s, 1, n)

f) siehe auch Folie "Quicksort"

· Komplexitätsanalyse:

a) schlechtester Fall

· Schlüssel aller Elemente werden je 1 x mit Pivotelement verglichen – im ungünstigsten Fall wechseln alle Elemente je 1 x ihren Platz

· Anzahl der Schlüsselvergleiche und Bewegungen ist abhängig von Anzahl der rekursiven Aufrufe

· ist Pivotelement das Element mit kleinsten oder größten Schlüssel, wird eine der entstehenden Teilfolgen leer sein und die andere jeweils 1 Element kleiner als die Ausgangsfolge

· dann findet pro Rekursionsstufe nur 1 Tausch statt – Pivotelement wandert an linken oder rechten Rand

· Anzahl der Schlüsselvergleiche in jeder Rekursionsstufe r – l + 3 (bis auf die beiden letzten)

· Cmax (n) = ½ (n + 2) – 9 = ( (n²)

· analog Mmax (n) = ( (n²)

b) günstigster Fall

· die durch Aufteilung entstehende Teilfolgen haben stets etwa gleichen Umfang

· Baum der initiierten rekursiven Aufrufe hat minimale Höhe
(ca. log 2 n)

· zur Aufteilung aller Folgen auf ein Rekursionsniveau: ( (n) Schlüsselvergleiche

· Cmin (n) = ( (n ( log 2 n)

· analog Mmin (n) = ( (n ( log 2 n)

c) mittlerer Fall

· Annahme: alle n-Schlüssel paarweise voneinander verschieden
(O.B.d.A. sei ki = i, i = 1(1)n), jede der möglichen n! Anordnungen von n Schlüsseln sei gleich wahrscheinlich

· jede Zahl k (1 ( k ( n) tritt mit gleicher Wahrscheinlichkeit 1/n an Position des Pivotelementes auf

· wenn k Pivotelement wird, entstehen 2 Teilfolgen der Länge k – 1 und n – k, für die QUICKSORT rekursiv aufzurufen ist

· man kann zeigen: die durch Aufteilung entstehenden Teilfolgen sind wieder "zufällig" wenn Ausgangsfolge zufällig war

· Entwicklung einer Rekursionsformel für mittlere Laufzeit von QUICKSORT:
T(n)

und
T(1) = a



(a = const.)
T(n) ( 
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T(n) ( 
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 mit T(0) = 0
Lösung: T(n) ( c ( n ( log 2 n
(c = const.)


Beweis: (induktiv)

Induktionsanfang: ist trivial klar

Induktionsvoraussetzung: T(n) ( c ( i ( log 2 i
für alle i < n

Induktionsschluß:


T(n) ( 
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T(n) ( 
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T(n) ( 
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T(n) ( 
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T(n) ( 
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T(n) ( 
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wird c ( 4 ( b gewählt ( T(n) ( c ( n ( log 2 n
O(n ( log 2 n)

Analoge Rekursionsgleichung gilt natürlich auch für mittlere Anzahl der Schlüsselvergleiche O(n ( log 2 n)


· Verbesserungsmöglichkeiten:

1 – um in Anhängigkeit von der zu sortierenden Datenmenge eine gute Aufteilung in nahezu 2 gleichgroße Teilbereiche zu bekommen, evtl. andere Strategie für eine bessere Wahl des Pivotelementes

· 3-Median-Strategie: von drei Elementen (z.B. linker Rand, rechter Rand, Mitte) wird der mittlere Schlüsselwert als Pivot gesetzt

· Zufallsstrategie: zufällige Auswahl unter den Schlüsseln von s

2 – Fall mit vielen gleichen Schlüsseln: obwohl QUICKSORT diese Fälle richtig bearbeitet, kann daraus aber Nutzen gezogen werden:

· Zerlegung in 3 Teilbereiche:
Fe enthält alle Elemente mit Schlüssel < r
Fr enthält alle Elemente mit Schlüssel > r
Fm enthält alle Elemente mit Schlüssel = r
(r Schlüssel des Pivotelementes)

· nur Fe und Fr müssen rekursiv weitersortiert werden

· Problem: wo sollen Elemente von Fm zwischengespeichert werden, da die endgültige Position des Pivotelementes zunächst nicht bekannt ist ? (4 mögliche Vorgehensweisen)

d) HEAPSORT

· siehe Übung

Aufteilungsaufwand�(b = const.)





( log 2 n








( log 2 n – 1
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