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1.3.2 Der (-Operator


                                 
1, wenn Werte von xi (i=1(1)n) Bedingung erfüllt

Prädikat:  P(x1,...,xn) =


                 
0, sonst

z.B.:


A1 (x,y) = x|y („x  teilt y“ )


A2 (x,y) = x>y


P(x) =  „x ist Primzahl“


G(x) = „x gerade“

( Allquantor              ( Existenzquantor

(xi P(x1,...,xn)

( xi P(x1,...,xn)

z.B.:


(x (G(x)(P(x))    (=1)


(x(y (x>y) 
(=0)

Primitiv-rekursive Prädikate

Definition: 
Ein n-stelliges Prädikat P(x1,...,xn)heißt primitiv-rekursiv, wenn es eine primitiv-rekursive n-stellige Funktion ( gibt, so dass P(x1,...,xn) genau dann, wenn ((x1,...,xn)=0.
Bemerkung:
1)
Es können mehrere solcher Funktionen existieren, die nur in den Nullstellen übereinstimmen.



2)
Da jede primitiv-rekursive n-stellige Funktion berechenbar ist, sind primitiv-rekursive Prädikate         

     
    
entscheidbar.

Beschränkter (-Operator

P(x1,...,xn,y) sei (n+1)-stelliges Prädikat, das der Bedingung (x1 (x2...(xn (y/y(z P(x1,...,xn,y) genügt, d.h. für n-tupel        


(x1,...,xn) existiert wenigstens ein y(z, so dass P(x1,...,xn,y) wahr ist.

Definition:

(y/y(z P(x1,...,xn,y) (Anwendung des (-Operators auf das Prädikat P) bestimmt den kleinsten Wert y mit 



0(y(z, für den P(x1,...,xn) erfüllt ist.

Bemerkung:
Anwendung des beschränkten (-Operators auf ein (n+1)-stelliges Prädikat führt auf eine  (n+1)-stellige 



Funktion.

P(x1,...,xn,y) genau dann, wenn ((x1,...,xn,y)>0

(y/y(z P(x1,...,xn,y) = (y/y(z [((x1,...,xn,y)=0]

Satz: 
Sei P ein primitiv-rekursives Prädikat, dann ist durch




g(x1,...,xn,z) = (y/y(z P(x1,...,xn,y)


definierte Funktion g eine primitiv-rekursive Funktion.




                   z            i

Beweiß:
g(x1,...,xn,z)         
 = ( sg ((  ((x1,...,xn,y))

                                                       i=0         y=0




0 x=0


sg(x) =

         = sg(((x1,...,0)+sg(((x1,...,xn,0)(((x1,...,xn,1))




1 x>0         +sg(((x1,...,xn,0)(((x1,...,xn,1)(((x1,...,xn,2))…



Jeder Summand ist solange=1, bis im Produkt ((x1,...,xn,y)=0 auftritt.


Aufaddieren der Einer ergibt den gesuchten y-Wert.


g also durch Summen, Produkte und sg-Funktionen definiert ( primitiv-rekursiv

Beispiel:
x (( y = [x/y] für y(0


x (( y = (t/t(x
 y(t+1)>x


x (( y größte ganze Zahl t mit t(y(x

Unbeschränkter (-Operator

P(x1,...,xn,y) sei (n+1)-stelliges Prädikat, das wieder der Bedingung (x1 (x2...(xn (y/y(z P(x1,...,xn,y) genügt.

(y P(x1,...,xn,y) kleinster y-Wert, für den P(x1,...,xn,y) für alle x1,...,xn erfüllt ist.

Definition:
eine n-stellige Funktion:



g(x1,...,xn) = (y  P(x1,...,xn,y)

Bemerkung:
g ist offensichtlich berechenbar, wenn p entscheidbar ist.


g((x1,(x2,...(xn)
P((x1,(x2,...(xn,0)






P((x1,(x2,...(xn,1)






P((x1,(x2,...(xn,2)






               :






               :

Eine mittels unbeschränkten (-Operators aus einer primitiv-rekursiven Funktion gebildeten Funktion ist nicht notwendig primitiv-rekursiv.

Definition: 
Eine n-stellige Funktion ( heißt (-rekursiv, wenn sie

(1) eine der Ausgangsfunktion Vi n, Cqn, N (bei n=1) ist

(2) aus dieser Ausgangsfunktion durch endlich viele Anwendungen der folgenden Operationen erhalten werden kann: 
-Substitution

                         
-Induktionsprozess





-(-Operator mit Existenzbedingungen

Bemerkung:
Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen ist Teilmenge der (-rekursiven Funktionen.

1.3.3 Allgemein-rekursive Funktionen

Vorbetrachtungen:

(B1)
S(0,x) = x


S(N(y),x) = N(S(y,x)


P(0,x) = 0


P(N(y),x) = S(P(y,x),x)

Gleichungssystem zur Bestimmung der Produktfunktion (Es gilt genau ein Paar (S,P) das dieses GS erfüllt)

(B2)
((0,y) = y+1


((x+1,0) = ((x,1)


((x+1,y+1) = ((x,((x+1,y))


F(0,y) = N(y)


F(N(x),0) = F(x,N(0))


F(N(x),n(y)) = F(x,F(N(x),y))
Gleichungssystem zur Definition der Ackermann-Funktion

( Ziel: Definition von Funktionen durch ein endliches Gleichungssystem.

Wie werden Funktionswerte aus solch einem GS berechnet?

(B1)
x=1 y=2   P(2,1) = ?


P(2,1) = S(P(1,1),1)


P(1,1) = S(P(0,1),1)


P(0,1) = 0


S(0,1) = 1


P(1,1) = 1


S(1,1) = N(S(0,1))


S(1,1) = 2


P(2,1) = 2

Auswertung verlangt 2 Operationen

(E1)  Einsetzen von Zahlen für Variable

(E2)  Ersetzen eines Ausdrucks h(C1,...Cn) durch eine Zahl C, wenn bereits h(C1,...,Cn) = C als   

         „Zahlengleichung“ hergeleitet worden ist. 

Zahlengleichung P(2,1) = 2 ist mittels (E1) und (E2) aus GS abgeleitet worden.
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