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Satz: 
Wenn die Funktion ( primitiv-rekursiv ist, sind auch die endlichen Summen und Produkte


                                          y



S (y,x1, ..., xn) = ∑ ((i, x1, ..., xn)

 
                                          i=0

                      
       
                y



P (y, x1, …, xn) = ∏ ((i, x1, …, xn)

 



 i=0


primitiv-rekursiv.

Beweis :

S (0, x1, …, xn) 

= ((0, x1, …, xn)




S (y + 1, x1, …, xn) 
= S (y, x1, …, xn) + ((y + 1, x1, …, xn)


          

sowie




P (0, x1, …, xn)

= ((0, x1, ..., xn)




P (y + 1, x1, …, xn)
= P (y, x1, …, xn) * ((y + 1, x1, …, xn)


          

S bzw. P erfüllen die Bedingungen des Induktionsprozesses.

Es gilt: 
Alle elementaren Funktionen sind primitiv-rekursiv.

(Klasse der elementaren Funktionen ist Unterklasse der primitiv-rekursiven Funktionen, sogar         

       
 eine echte Unterklasse)

Beispiel einer berechenbaren Funktion, die nicht primitiv rekursiv ist:

Frage, ob nicht primitiv-rekursive berechenbare Funktionen existieren, wurde 1926 von Hilbert gestellt.


⇨ Positive Antwort 1928 von Peter und Ackermann 


Ackermann-Funktion

Idee:
Konstruktion einer berechenbaren Funktion, die schneller wächst, als jede beliebige primitiv-rekursive Funktion.

Grundidee:
Fortsetzung der Operatoren Nachfolger, Addition, Multipilkation, Potenzen, ...

(0(y, x) = N(y)


mit 
(1(0, x) = x,

(1(y + 1, x) = (0((1(y, x), x)

(1(y, x) = y + x



(2(0, x) = 0,

(2(y + 1, x) = (1((2(y, x), x)

(2(y, x) = y * x



(3(0, x) = 1,

(3(y + 1, x) = (2((3(y, x), x)










       ↓

(3(y, x) = xy







Rekursion



(y + 1) * x = (2(y + 1, x) 
= (1((2(y, x), x)





     

= (1(y + x, x)





= y * x + x

allgemeines Schema :
(n + 1(0, x) 
= gn + 1(x), 



(n + 1(y + 1, x) 
= (n((n + 1(y, x), x)

Wir ersetzen die Folge der Funktionen (0, (1, (2, … (n durch eine Funktion mit drei Argumenten

((n, y, x).

Für ((n, y, x) gilt dann ((n + 1, y + 1, x) = ((n, ((n + 1, y, x), x)

X ist ein uninteressanter Parameter und wird zukünftig weggelassen :




((n,y),  
besser ((x,y)

Spezielle Ackermann-Funktion :













   
((0, y) 

= y + 1






((x + 1, 0)
= ((x, 1)






((x + 1, y + 1)
= ((x, ((x + 1, y))

Berechenbarkeit von ( :
Es gibt genau eine Funktion, die diesen Gleichungen genügt und außerdem berechenbar ist. Beweis durch vollständige Induktion nach x.

∎ Folie: Ackermannsche Funktion (Beispiel einer Berechnung)
( ist nicht primitiv-rekursiv:


Man zeigt dazu eine Reihe von Eigenschaften, mit deren Hilfe sich dies beweisen lässt.


(1) 
y < ((x, y) für alle x, y



Beweis :
Vollständige Induktion nach x




Anfang :

x = 0
y  < ((0, y) = y + 1






Vorraussetzung:
y < ((x, y) ∀y sei ein best. x




Behauptung:
y < ((x + 1, y)




Beweis:

durch vollständige Induktion





Anfang :

y = 0

0 < ((x + 1, 0) = ((x, 1)







es gilt aber (s. o.)
0 < 1 < ((x, 1) = ((x + 1, 0)





Vorrausstezung:
y < ((x + 1, y) für ein festes y





Behauptung:
y + 1 < ((x + 1, y + 1)





Beweis:

es gilt y < ((x + 1, y) < ((x, ((x + 1, y)) = ((x + 1, y + 1)






⇒ y + 1 < ((x + 1, y + 1)

■ Folie: Eigenschaften von (


Beweis für r = 2




Sei d = max(c1, c2)




      c = d + y





((c1, x) + ((c2, x) ≤ ((d, x) * ((d,x)






< 2((d, x) + 3






= ((2, ((d, x))






< ((d + 2, ((d + 3, x))






= ((d + 3, x + 1) 
≤ ((d + 4, x)








= ((c, x)

mit (1) – (7) kann man folgendes Lemma beweisen :

Lemma: 
Zu jeder primitiv-rekursiven Funktion g(x1, ..., xn) gibt es eine Zahl Christian, so dass für alle x1, ..., xn gilt





g(x1, ..., xn) < ((c, x1 + x2 + ... + xn)


Speziell : n = 0
g < ((c, 0))


Beweisgedanke:
a) Behauptung wird für Ausgangsfunktionen bewiesen

b) Abschätzung überträgt sich auf Funktion, die durch Substitution bzw.       

    Induktion entsteht

Wäre die Ackermann-Funktion primitiv-rekursiv, dann wäre auch g(x) = ((x,x) primitiv-rekursiv.

Nach Lemma gibt es für dieses g(x) eine Konstante c, so dass für alle x gilt: 

g(x) < ((c, x)

gilt also auch für x = c, d.h. 


((c, c) = g(c) < ((c, c)

⇨ Widerspruch!!!!
⇨ Ackermann-Funktion ist zwar berechenbar, aber nicht primitiv-rekursiv.

⇛ Eine Erweiterung der berechenbaren Funktionen über die Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen hinaus

       verlangt eine Verallgemeinerung des Induktionsschemas, wie für die primitiv-rekursiven Funktionen 

       festgelegt war.

2.3.2. Der μ-Operator

Prädikate:
Ausdruck einer Beziehung zwischen den Elementen einer Menge (hier: Orientierung auf Menge der natürlichen Zahlen)

Definition:
Ein n-stelliges Prädikat P(x1, ..., xn) (n ≥ 1) mit xi ∈ ℕ (i = 1 (1) n) ist eine n-stellige Beziehung zwischen natürlichen Zahlen.



P(x1, ..., xn) ordnet jeder Belegung der Variablen xi einen (Wahrheits-) Wert wahr (1) oder falsch (0) zu.







1, wenn Werte x1, …, xn die Beziehung erfüllen




P (x1, ..., xn) =



0 sonst
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