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1. Algorithmen und Berechenbarkeit

1.1   Algorithmenbegriff

Die Verwendung eines intuitiven Algorithmenbegriffs aus der PT-Vorlesung, wurde bisher als ausreichend akzeptiert, welcher sich jedoch für die „Theorie der Algorithmen“ als unzulänglich erweisen wird.

	Definition:
	Eine präzise, d.h. in einer festgelegten Sprache abgefaßte endliche Beschreibung eines allgemeinen Verfahrens unter Verwendung ausführbarer elementarer Verarbeitung- schritte. (BAUER/ GOOS)

· Ungenau, für die Theorie unbrauchbar
· Notwendig zur Präzisierung des Algorithmenbegriffs
· mathematische Theorie des Algorithmenbegriffs entwickeln


	Beispiel: „Winkeldreiteilung“
	Jeder Winkel läßt sich mit Zirkel und Lineal halbieren??



	
	Frage:
	Läßt sich ein beliebiger Winkel mit Zirkel und Lineal in 3 gleich große Teilwinkel teilen??

	
	
	· Unzählige Fehlversuche 

Nach präziser Definition, wie mit Zirkel und Lineal konstruiert werden kann, wurde mit algebraischen Methoden bewiesen :

NEIN




Fragestellung im Zusammenhang mit dem Algorithmenbegriff

· Berechenbarkeit (Was ist berechenbar?  Was nicht?) 

· Existenz von Algorithmen/ Nichtexistenz (gibt es Prozesse für die keine Algorithmen existieren? Gibt es einen Algorithmus, der die Frage nach der Existenz von Algorithmen für einen vorgegebenen Prozeß beantwortet?)

· Komplexität von Algorithmen (Wieviel Zeit, Speicherplatz wird bei der Realisierung eines Algorithmus auf einem Computer benötigt?)

· Korrektheit von Algorithmen (Wie ist es zu sichern und ggf. zu beweisen, daß ein Algorithmus den beabsichtigten Prozeß richtig bearbeitet)

Berechenbarkeit , Entscheidbarkeit, Aufzählbarkeit 

Sei E ein unendliches Alphabet, E*  eine Menge von Wörtern aus diesem Alphabet.

	Definition:
	Sind M1 und M2 Teilmengen von E*, so heißt eine Funftion (: M1 ( M2 berechenbar, wenn es einen Algorithmus gibt, mit dessen Hilfe zu jedem Wert e1(M1 der Funktionswert e2 = ((e1) (M2 ausgegeben werden kann.



	Bemerkung:
	· ( muß numerisch sein 

· Es gibt Funktionen die nicht berechenbar sind !!


Betrachten von Funktionen, die natürliche Zahlen in die natürlichen Zahlen abbilden:

Unter diesen Funktionen gibt es nur abzählbar viele berechenbare, insgesamt gibt es aber überabzählbar viele Funktionen.
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	...
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	3
	9
	7
	0
	1
	4
	...


(0 , 1) ist überabzählbar        // Script Prof. Lau Seite 34 Satz 1.5.4

	Definition:
	( sei eine berechenbare Funktion mit (: ℕ0 (M  (surjektiv), M ( E* .

Die Elemente der Menge M werden dann durch ((0), ((1), ((2) ,..., in einer Reihenfolge aufgezählt. Die Menge M von Wörtern über dem Alphabet E heißt dann aufzählbare Menge.



	
	· Unterschied zwischen aufzählbar und abzählbar 

Jede aufzählbare Menge ist endlich oder abzählbar, aber nicht notwendigerweise um-gekehrt !!




Entscheidbare Mengen

	Definition 1:
	Ist M1 ( M2 ( E*, so heißt die Menge M1 entscheidbar relativ zur Menge M2, wenn es einen Algorithmus gibt, mit dessen Hilfe man für jedes Wort e (M2 feststellen kann ob es zu M1 gehört oder nicht.

· falls Algorithmus existiert (Entscheidungsverfahren



	Definition 2:
	M ( E* , so heißt M absolut entscheidbar oder nur entscheidbar, wenn M relativ entscheidbar zu E* ist, d.h. wenn es einen Algorithmus gibt, mit dessen Hilfe man für jedes Wort  e (E*  feststellen kann, ob e ( M  oder  e (M gilt.



	
	Beispiel:
	E={ 0, 1, 2, 3, ..., 9 }

E* = ℕ0
M : Menge aller Primzahlen

M ist entscheidbar



	Definition 3:
	Die Menge aller Wörter E* über einem Alphabet E zusammen mit einem System von Regeln  P

(Relationen, Produktionen) nennt man  SEMI – THUE – SYSTEM  (auch assoziatives  System). (E*, P)



	
	Regelsystem P:


	endliche Anzahl von geordneten Wortpaaren aus E*

pi ( qi (i = 1(1) n)
p1       P        p2                    p2 ist aus p1 direkt ableitbar mittels P

p1       P        p2                    p2 ist aus p1 (mittels ggf. mehrerer Regelanwendungen)

                                                               anwendbar mittels P    



	
	
	 Beispiel:
	E = { a, b, c, d, e }

P:   1.)     ab ( ad           e1 = abc

       2.)     dc ( ee            e2 = aeb

       3.)       e ( b              e1    P      e2

4.)   ad ( ee

5.)   eb ( b             e1 = abc ( adc ( aee ( aeb = e2
6.) abc ( e   



	
	
	Das allgemeine Wortproblem für Semi-Thue-Syteme ist die Frage nach einem Algorithmus mit dessen Hilfe man für beliebige Wortpaare e1, e2 entscheiden kann ob  e1    P         e2  gilt oder nicht.



	
	es gilt:
	Das allgemeine Wortproblem für Semi- Thue- Systeme ist nicht allgorithmisch lösbar

Die Menge M0 = { e ( e0      P      e , e, e0 (E*} der aus einem Wort e0 mittels P ableitbaren Wörter e ist nicht entscheidbar.




Ansätze zur Präzisierung des Algorithmenbegriffs

1.)  Prazisierung mittels Maschinen    - Turing Maschine                       1936





        - Registermaschinen                    1963

       



        - Random- Acsess- Machine
      1964

2.) Präzisierung über eine Klasse von Funktionen  - spezielle zahlentheoretische Funktion






                   z.B. rekursive Fkt.

3.) Präzisierung über Worte verarbeitende Kalküle    - Markovsche Alg.                              1951





                                   - Postsche kanonsche Systeme          1943




4.) Präzisierung als Programm in einer konkreten Programmiersprache – WHILE – Programme

▲

überabzählbar





abzählbar





aufzählbar
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