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1.3. Rekursive Funktionen

Festlegung:
Es werden nur Funktionen betrachtet mit



(: ℕ x ℕ x ℕ x … x ℕ ⇨ ℕ





                   xn

Arithmetische Funktionen

Frage:
Gibt es überhaupt Funktionen, die nicht turingberechenbar sind?

Satz 1:
Es gibt nur abzählbar viele TM und damit nur abzählbar viele einstellige turingberechenbare Funktionen.



Beweis:
Es gibt nur endlich viele TM mit |Z| = k und |X| = n.




Diese Menge sei M (k,n).




M (1,1), M (1,2), M (2,1), M (1,3), M (2,2), M (3,1), ...




⇒ Folge enthält alle TM, kann sie also durchnumerieren.

Satz 2:
Es gibt überabzählbar viele (einstellige) arithmetische Funktionen.



Beweis:
(individuell)



Annahme:
Es gäbe nur abzählbar viele (1, (2, (3, ... (Menge aller arithmetischen Funktionen)






0, wenn (k(k) ≠ 0

                                                       ((k):=






1, wenn (k(k) = 0





( kommt unter (1, (2, ... nicht vor, denn nach Definition ((k) ≠ (k(k) für k=1,2, ... 

1.3.1. Primitiv-rekursive Funktionen

Elementare Funktionen

Eine Funktion wird als elementar bezeichnet, wenn neben natürlichen Zahlen und Variablen als Operanden zur Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division als Operanden in endlicher Zahl vorkommen.

Subtraktion und Division als ganzzahlige Operationen:



x-y für x ≥ y

            x-y =



0 für x < y


x/y = [x/y] für y ≠ 0

Bemerkung :
Elementare Funktionen sind berechenbar.

Beispiele:
((x) = 3*x+1



[x-y] = (x-y) + (y-x)

Frage:
Gibt es berechenbare Funktionen, die nicht elementar sind ?



n*x = x + x + x + ... + x
Produktbildung als n-mal iterierte Addition



xn = x * x * x * … * x
Potenzbildung als n-mal iterierte Multiplikation



                   ↓

n-mal iterierte Potenzbildung:



((0,x) =x



((1,x) = xx

((n+1,x) = x((n,x)


((2,x) = xxx
((n,x) ist keine elementare Funktion, aber offensichtlich berechenbar.

Beweisskizze:

a) 
((n,x) wächst schneller als jede elementare Funktion, d.h. für jede elementare Funktion g(x) gibt es eine Zahl n0 ∈ ℕ mit g(x) < ((n0,x) für alle x ≥ x0


Wäre  ((n,n) = h(n) eine elementare Funktion




→ existiert n0, so dass ((n,n) < ((n0,n) für n ≥ 2




→ speziell: n = n0 ((h0,n0) < ((n0,n0) Widerspruch!


b)
Beispiel:
n = 4
x = x0
((4,x0)




((0,x0)
= x0





 ((0,x0)




((1,x0) 
= x0 = h(((0,x0)) = h(x0)


Hilfsfunktion





((1,x0)



(berechenbar,elementar):


((2,x0)
= x0 = h(((1,x0) = h(h(x0))


h(n) = x0n





((2,x0)




((3,x0)
= x0 = h(((2,x0)) = (h(h(h(x0)))






((3,x0)




((4,x0)
= x0 = h(((3,x0)) = h(h(h(h(x0))))


Zwei grundlegende mathemtischeMehoden zur Definition von Funktionen:


- Substitution


- induktive Definition (Rekursion)

Definition:
Sind hi(i=1(1)r) n-stellige Funktion und g eine r-stellige Funktion, so versteht man unter Substitution die Festlegung einer n-stelligen Funktion f in der folgenden Form:



((x1, ..., xn) = g (h1(x1, ..., xn), h2(x1, ..., xn), ..., hr(x1, ..., xn)

für beliebige Argumente xi ∈ℕ (i1(1)n).

Definition:
Sind g eine n-stellige Funktion und h eine (n + 2)-stellige Funktion, so heißt die (n + 1)-stellige Funktion ( induktiv definiert mit Hilfe von h und g, wenn für beliebige Argumente 

xi ∈ ℕ gilt:




((0, x1,  ..., xn) = g(x1, ..., xn)

((y + 1, x1, ..., xn) = h(y,((y, x1, …, xn) x1, …, xn)




→ Induktionsschema, Rekursionsschema

Beispiel :
1. 
((0) = c
mit c=1
g=c






((y + 1) = h(y,((y)) mit  h(x1, x2) = x1 + 1) x2





⇨ 
((0) = 1







((y + 1) = (y + 1) * ((y)





((y + 1) = (y + 1) y (y – 1) (y – 2) … 2*1 = (y + 1) !

2.
((0,x) = g(x) mit g(x) = x






((y + 1), x) = h(y, ((y, x), x) mit h(x1,x2,x3) = (x1 + 1) x2x3





⇨  
((0,x) = x







((y + 1, x) = (y + 1) ((y, x) x






⇨
((y + 1,x) = (y+1)x*y*x(y – 1)x … (2x*1*x*x) = (y + 1) !xy+2

Frage:
Welche Funktionen lassen sich durch wiederholte Anwendung des Substitutions- und Induktionsvorgehens aus einem geeignet gewählten Satz Ausgangsfunktionen erhalten ?


Ausgangsfunktionen:




1) Nachfolgerfunktion: 
N(x) = x + 1




2) Identitätsfunktion:
Uni(x1, x2, ..., xn) = Xi 
(i 1 (1) 1)




3) Konstante Funktion:
Cnq(x1, ..., xn) = q = const

Definition:
Eine n-stellige Funktion f heißt primitiv-rekursiv, wenn sie 





a) eine der Ausgangsfunktionen Uni, Cnq, N (bei n = 1)





    oder

b) aus diesen Ausgangsfunktionen durch endlich viele Anwendungen des Substitutions- und          

    Induktionsprozesses erhalten werden kann.



Es gilt: Alle primitiv-rekursiven Funktionen sind berechenbar.

 ∎ Folie: Beispiele für rekursiv.primitive Funktionen

x + 0 = x


g(x) = x


x + (y + 1) = (x + y) + 1

h(x1, x2,  x3) = x2 + 1






U11(x) = x






h = x2 + 1 = N(U32(x1, x2, x3))


x * 0 = 0


sg(x) = min(x,1)


x * (y + 1) = x * y + x





x0 =1




1 für x ≥ 1


xy+1 = xy * x



0 für x = 0
Bemerkung:
Erweiterung auf mehrere Funktionen simultan, z.B.




(1(0) = c1
(1(y + 1) = h1(y, ((1(y), (2(y))




(2(0) = c2
(2(y + 1) = h2(y, ((1(y), (2(y))

Simultane primitive Rekursion für m Funktionen von n Argumenten kann als einfache primitive Rekursion für eine n-dimensionale, vektorwertige Funktion von n Argumenten aufgefasst werden.
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