Funktionen

1. Grundbegriffe

Definition: Eine Funktion ist eine eindeutige und vollstdndige Zuordnung, d.h. jedem Ele-
ment einer Menge 1D, der Definitionsmenge wird genau ein Element einer
Wertemenge IW zugeordnet.

Beispiele: 1) Lineare Funktion: f (x) =6x+4

ID=1IR IW=1R

2) Wurzelfunktion: flx)=~25-x7

ID=[-5;+5] IW=[0;+5]

3) Gebrochene Funktion: f(x)= 3

2x -4

ID=1IR\ {2} IW =1R

Bezeichnungen: x : Unabhéngige Variable oder Argument

y : abhdngige Variable oder Funktionswert
ID : Definitionsmenge
IW : Wertemenge

Wir kénnen Funktionen auf unterschiedliche Art darstellen. Diese Darstellungsformen sind
nicht gleichwertig. Eine vollstdndige Beschreibung de Funktion erhalten wir nur durch eine a-
nalytische Darstellung. Wertetabellen und Funktionsgraphen dienen lediglich der Ermittlung
konkreter Einzelwerte oder der Veranschaulichung eines Zusammenhanges.

Darstellungsformen:
1) Analytische Darstellung
Wir geben eine Funktion an durch ihre Funktionsgleichung, d.h. durch eine
Rechenvorschrift, die die Berechnung der Funktionswerte f (x) aus den Werten
der freien Variablen x ermdglicht. Dabei unterscheiden wir die explizite und
die implizite Darstellung:

y =1 (x) Explizite Darstellung

F(x;y)=0 implizite Darstellung

s(t)=05at’ +vt explizite Darstellung eines Weg — Zeit — Gesetzes
In(y)-2x*=0 implizite Darstellung einer logarithmischen Funktion

2) Darstellung als Wertetabelle
Einige Wertepaare werden in Form einer Tabelle angegeben. Oftmals ldsst sich
daraus die Funktionsgleichung rekonstruieren. Dies gilt insbesondere fiir auf-
genommene Messreihen:
[ in mA 50 100 150 200 250
UinV 2,0 3,9 59 8,2 10,0
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1V

25 mA
Die Angabe der MaB3einheit in der Konstanten gibt vor, in welcher Maf3einheit
die Stromstirke I einzusetzen ist.

In diesem Fall gilt bis auf Messungenauigkeiten: U (1 )

3) Graphische Darstellung

Die Wertepaare (x;y) = (x ; f(x)) konnen als Koordinaten fiir Punkte in einem
Koordinatensystem interpretiert werden. Alle Wertepaare zusammen ergeben
dann eine Kurve in diesem Koordinatenkreuz, den Funktionsgraphen.

v in m/s

20 —

tins

5

Fallgeschwindigkeit als Funktion der Zeit
V(1) =gt

4) Parameterdarstellung

Bei der Beschreibung von Bewegungen ist es oft zweckmiBig, die Veridnde-
rung der einzelnen Koordinaten in Abhéngigkeit von der Zeit zu beschreiben.
Damit hat man zunichst zwei Funktionen x (t) und y (t). Dies beinhaltet aber

auch die Darstellung der Bahnkurve y (x). Man spricht von einer Darstellung
mit Hilfe des Parameters t.

1
x)=vet  le)=—Zer’

fiihrt auf die Darstellung
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Funktionen beschreiben die Abhingigkeit einer Messgrofle von einer oder mehreren anderen
Messgrofen.

= LM mit D(f) = {x | x # a} beschreibt eine Reaktion 3.
k; 2a*(a - x)

Ordnung (trimolekular). Dabei bezeichnet a die Anfangskonzentration, x die
Konzentration des entstehenden Stoffes zur Zeit t und k3 die Geschwindig-
keitskonstante der Reaktion.

Beispiel 1: t=f(x)

Beispiel 2: Fiir die Absorption von monochromatischen Rontgenstrahlen gilt I(x) =Ip e ™
x. Dabei ist Iy die Anfangsintensitit der Strahlung (bei x = 0) und I(x) die nach
Durchstrahlung der Schichtdicke x noch vorhandene Intensitit. Die Konstante
p > 0 heilt Absorptionskoeffizient des Materials, welches durchstrahlt wird.
Die Halbwertsdicke d berechnet man aus der Forderung I(d) = '/5 - Ip. Man er-
hilt d = In (*/,).

Beispiel 3: Bei der Rohrzuckerinversion, die ein Beispiel fiir eine chemische Reaktion 1.
Ordnung liefert, seien zum Zeitpunkt t = 0 a Rohrzuckermolekiile vorhanden.
Die als Umsatzvariable bezeichnete Gréfe x = x(t) gibt an, wie viele Molekiile
nach Ablauf der Zeit t durch die Reaktion umgewandelt worden sind. Bei der
Rohrzuckerinversion lautet die Umsatzvariable x(t) = a (1 — e ), wobei k die
Geschwindigkeitskonstante der Reaktion ist.

Beispiel 4: Die Wechselwirkung in einem diatomaren Molekiil wird oft in guter Nédherung

durch das so genannte Morse-Potenzial beschrieben: 7 (r)=D- [1 — el ))]Z :

Dabei bezeichnet D > 0 die Dissoziationsenergie, ro > 0 den Gleichgewichtsab-
stand im Molekiil, r > 0 den Abstand der beiden Bindungspartner und a > 0 ei-
nen Parameter.
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2. Allgemeine Funktionseigenschaften

Nullstellen:

Definition:

Eine Funktion f (x) besitzt an der Stelle xo genau dann eine Nullstelle, wenn
gilt: £ (x9) = 0.

In der graphischen Darstellung sind dies genau die Schnittstellen mit der x — Achse, denn alle
Punkte auf der x — Achse haben die y — Koordinate 0.

Beispiele:

Dfx)=x>-4x+3

X)o—4%x0+3=0

Xo1p=2=%1

Die Funktion besitzt zwei Nullstellen: N; (1;0) N2 (3;0).

2) f(x) =3 cos (x —m/4)

3 cos (xo—m/4)=0

Xo1 — /4 =1/2 + 2kn Xo1 = 3n/4 + 2kn
Xop — w4 =2n—n/2 + 2kn X2 = Tm/4 + 2kn

Symmetrieverhalten:

Definition:

Die Funktionsgraphen einer geraden Funktion liegen im
Koordinatenkreuz achsensymmetrisch zur y — Achse, die
Graphen ungerader Funktionen punktsymmetrisch zum

Ursprung.

Beispiele:

Alle Potenzfunktionen f (x) = x" mit geradem Exponenten
n sind gerade, mit ungeradem Exponenten n sind ungera-
de. Daher stammt auch die Bezeichnung.

Eine Funktion f (x) mit symmetrischem Definitionsbereich ID heif3t gerade,

falls fur alle x € ID gilt: f(—x)=1f(x).
Eine Funktion f (x) mit symmetrischem Definitionsbereich ID heif3t ungerade,
falls fiir alle x € ID gilt: f(—x)=-—1fx).

Df(x)=x"-x
fEx)=CxP-(x)=—xX +x=—(X
-x)=—1(x)

Die Funktion ist ungerade.

2) f(x) =cos (2n —x)

f(—x)=cos (2n— (—x)) =cos 2n + x) =
cos (x) =cos (2n —x) = f (x)

Die Funktion ist gerade.
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Monotonie:

Definition: Seien x; , X, € ID und x; <X, . Dann heif3t eine Funktion f
monoton wachsend, falls gilt: f(x)) <f(x2)
streng monoton wachsend, falls gilt: f(x1) <f(x2)
monoton fallend, falls gilt: f(x1)=1f(x2)
streng monoton fallend, falls gilt: f(x1)>f(x2)

Bei einer monoton fallenden Funktion gehort zum groBeren x — Wert stets ein kleinerer Funkti-
onswert, bei einer wachsenden Funktion ein groerer Funktionswert.

Beispiele: 1) f(x)=1/xmit ID = (0 ; o)
Sei x; <x;, dann gilt f (x;) = 1/x; > /x5 = f (X2).
Die Funktion ist also streng monoton fallend.

2) g (x)=¢e"mit ID=1R
Sei x| <x, , dann gilt f (x) ="' < =f

(Xz).

Die Funktion ist streng monoton wachsend.

3) h (x) = |x| mit ID =R
Die Funktion ist nur abschnittsweise mono-

ton.
Firx <0gilt: x;<x, = X1] > [x2
Firx >0 gilt: x; <x; = X1 <[x]

Viele Funktionen sind nur abschnittsweise monoton.
Periodizitit:

Definition: Eine Funktion f (x) heil3t periodisch mit der Periode p, falls fiir alle x € ID gilt:
)x+pelD 2) f(x +p) =f(x).

Ist p eine Periode einer Funktion f, so ist fiir jede ganze Zahl k € Z auch k-p eine Periode von f.
Die kleinste Periode heif3t auch primitive Periode. Wenn wir von der ,,der Periode einer Funk-
tion f sprechen, meinen wir diese primitive Periode.

Beispiele: 1) Alle trigonometrischen Funktionen sind periodisch:
sin (x + 21) = sin (x) cos (x +2m) = cos (x)
tan (x + ) = tan () cot (x + 1) = cot (m)

2) Siagezahn- oder Kippspannungen
Solche Spannungen steuern z.B. die seitliche Ablenkung des Elektronenstrahls
in einem Oszilloskop oder einer Fernsehrohre.

urv A

501

-

t/ms

o ———
B e e i

L‘—T:éms—-—{
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Umkehrbarkeit:

Wir betrachten die Exponentialfunktion f (x) = €* . Dann kénnen wir zu einem beliebigen x —
Wert den zugehdrigen Funktionswert f (x) bestimmen, etwa f (x = 2) = e’ =7,39. Umgekehrt
koénnen wir aber auch aus einem vorgegebenen Funktionswert den zugehorigen x — Wert zu-
riickgewinnen, etwa y = f (x) = 5 flihrt auf e* = 5 oder x = In (5) = 1,61. Dies ist aber nur mog-
lich, weil die Zuordnung eindeutig ist. Jeder Funktionswert tritt nur einmal auf.

Betrachten wir dagegen die Funktion g (x) = x%, so konne wir immer noch die Funktionswerte
berechnen, etwa f (x =—3) = 9. Aber die Umkehrung gelingt nicht eindeutig. Seiy = f(x) =9,
dann ist x> = 9. Diese Gleichung besitzt zwei Losungen: x; = — 3 und x, = +3. Ohne weitere In-
formationen ist ein Riickschluss auf den x — Wert nicht moglich. Zu zwei verschiedenen x —
Werten gehort der gleiche Funktionswert.

Definition: Eine Funktion f heillt umkehrbar, falls fiir jedes x € ID gilt:
X1 # X2 = f(x1)#f(x2).

In vielen Fillen erhilt man eine umkehrbare Funktion, wenn man den Definitionsbereich ein-
schrinkt. Dies gilt zum Beispiel fiir die quadratische Funktion f (x) = x*. Setzen wir dort fest,
dass ID = IR" sei, so wird die Funktion umkehrbar. Fiir die Bestimmung der Umkehrfunktion
gibt es eine praktikable Vorgehensweise:
Schritt 1:  Die Funktionsgleichung y = f(x) wird nach x aufgeldst. Man er-
hilt eine Beziehung x = g (y).
Schritt 2:  Man vertauscht die Variablen und erhélt y = g(x).
Schritt 3:  Die so gewonnene Funktion bezeichnet man
y=f ' (x) als Umkehrfunktion zu y = f (x).

Beispiele: f(x)=3x-5 ID¢=1R IWe=1IR
y=3x-5 y+5=3x y+5:x
IDf ' =1R IWr '=IR
t=g=rtd )=t
ST 3773
2) f(x)=4-v2x -8 +12 IDi=[4;00) IWe=[12;0)

y=4-4/2x-8+12
y—12=4-42x-8

2 2
(l e 3j _y_g fiihrt zur Umkehrfunktion £~(x)= l(lx - 3] 4

4 2\ 4
2
1 (1
x==]2p-3] +4
2(4y )
mit IDf ' =[12 ; ) IWr ' =[4; )

Man beachte:
1) Der Funktionsgraph der Umkehrfunktion f ' entsteht, wenn man den Gra-
phen von f an der Winkelhalbierenden im I. Quadranten spiegelt.
2) Jede streng monotone Funktion ist umkehrbar.
Bei der Umkehrung einer Funktion tauschen Definitions- und Wertebereich ih-
re Rolle.
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3. Konvergenz und Grenzwerte

Definition: Eine Funktion, die jeder natiirlichen Zahl n eine reelle Zahl a, zuordnet, heif3t
reelle Zahlenfolge. Die Zahlen ay, a5 ,...heilen Glieder der Folge.
Wir schreiben < a,, > = ay, ay, a3,.... (n € IN).
Die Funktionsgleichung a, = f (n) heif3t Bildungsgesetz der Folge.

Durch die Anordnung der natiirlichen Zahlen ist auch die reelle Zahlenfolge geordnet, d.h. die
Glieder der Folge stehen in einer sortierten Reihenfolge.

=4,4l,4g,43,4i,...mit dem Bildungsgesetz  a, =5 —l
2 3 45 n

111 1
Beispiele: 1) (a,)=1—,—,—,... mit dem Bildungsgesetz a, =
P ) (a,)=L2u 7 gsg =
2) (a,)=-2,4,-38,16,... mit dem Bildungsgesetz a, =(-2)"
3) (a,)=11,2,3,5283,... Fibonacci — Folge

Viele solcher Folgen néhern sich einem Wert an, dem Grenzwert der Folge.

Definition: Eine Zahl g heiflit Grenzwert einer Folge < a,>, falls es zu jeder beliebeigne
Zahl € > 0 eine natiirliche Zahl ny gibt, so dass fiir alle n > ny gilt: |a, — g| <e.

Beispiel: Sei <an> = l,%,%,%,.... Sei € > 0. Dann gibt es eine Zahl ny € IN mit der Ei-
o 1 1
genschaft np > 1 : €. Dann gilt: — < ¢ oder |—-0/<¢.
o noy

Dies gilt auch fiir alle Zahlen n > ng . Also ist g = 0 Grenzwert der Folge.

Definition: Eine Folge <a,> heil}t konvergent, wenn sie einen endlichen Grenzwert g € IR
besitzt. Wir schreiben dann: g= lim a,.

Eine Folge ohne endlichen Grenzwert heif3t divergent.

Beispiele: 1) Die Fibonacci — Folge ist divergent.
) 4 2 1 )
2) Die Folge <an> = <4 — —> =0, 2, 2§, 3, 3§ konvergiert gegen g = 4.
n

3) Die Folge <an> = <(1 + l} > =2, %, % ,... konvergiert gegen die Eulersche
n

Zahl e = 2,71828.
Wir bendtigen den Grenzwertbegriff fiir die Beschreibung von Funktionseigenschaften. Um

den Grenzwert einer Funktion definieren zu kdnnen, betrachten wir eine Folge von x — Werten
und die dabei entstehende Folge von Funktionswerten.

Beispiel: Sei f (x) = &(x) und <xn> = 1 eine reelle Zahlenfolge. Diese Folge besitzt
X n

den Grenzwert g = 0. Setzen wir die diese Folgeglieder als x — Werte in die
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Funktion ein, so ndhern wir uns einet kritischen Stelle, ndmlich x= 0. An dieser
Stelle ist die Funktion nicht definiert! Es entsteht folgende Wertetabelle:

n 1 2 3 5 10 20
Xn 1 0,5 0,333 0,2 0,1 0,05
f(xn) | 0,8415 0,9588 0,9816 0,9933 0,9983 0,9996

Die Funktionswerte bilden also auch eine Folge, die sich offenbar dem Wert 1
ndhert. Fiir x gegen 0 streben die Funktionswert gegen 1. Wir sprechen daher

. . . . sin(x
von einem Grenzwert der Funktion: _lim_ f(x)=_ lim —( ) =1
x—0 x—0

Definition: Ist eine Funktion f in einer Umgebung U einer Stelle x( definiert, und gilt fiir
jede in der Definitionsmenge ID liegende Folge <x,> mit Grenzwert X

Jlim f (xn ) = g, so nennen wir g den Grenzwert von f an der Stell xo und

schreiben lim  f (x) =g.

Die Funktion f muss dazu an der Stelle x¢ selbst nicht definiert sein. Konvergieren die Funkti-

onswerte nur fiir alle von rechts kommenden Folgen (d.h. x, > X¢), so sprechen wir von einem

rechtsseitigen Grenzwert, bei von links kommenden Folgen (d.h. x, < x¢) von einem linksseiti-
gen Grenzwert.

Beispiele: 1) f(x) =sgn (x)
1 fir x>0
f(x)=sgn(x)=40 fir x=0
-1 fiir x<0

besitzt an der Stelle xo = 0 einen rechtsseitigen Grenzwert gg = 1 und einen
linksseitigen Grenzwert gp = — 1, obwohl der Funktionswert sgn(0) = 0 ist!!

2 —
2) Die Funktion f(x)="——2%

1st an der Stelle xo = 2 nicht definiert.

Sie besitzt dort aber sowohl den rechtseitigen als auch den linksseitigen
Grenzwert g = 2.

2
X" —2x_ lim (x—Z)x

xlimz . 5 :xlimzx =2
x—2 x—2

Oftmals ist das Verhalten einer Funktion fiir besonders grofle x — Werte interessant, d.h. das
Verhalten im Unendlichen. Dies entspricht einem Grenzwert fiir x gegen oo.

Definition: Konvergiert die Folge der Funktionswerte <f(x,)> fiir jede iiber alle Grenzen
wachsende Zahlenfolge <x,> gegen eine Zahl g, so heilit g der Grenzwert von f
fur x gegen co. Wir schreiben: lim  f (x) =g.

Beispiele: 1) lim 2> ' lim 2-1=2

X X

dim e =0

0

2) lim e* =00

3) lim L cos(x)=0
x
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Zur Bestimmung solcher Grenzwerte sind einige Umformungsregeln hilfreich. Es gelten fol-
gende Grenzwertsitze:

D L lim [C-f)]=C lim f(x)
2 lim [f(x)+ ( ) lim f(x) lim g(x)

3) lim, [£(x)-g(x)]=] lim, /()] ] lim, g(x)]
lim
4) lim{ x} x—xﬂf fir  lim_g(x)=0
X — X, X xmx g X —X,

5 tim, J70)]=4f i 7()
6) tim, [/(] =[ tim, f(x)f
7 dim [o/0]= g

8) lim, [log, (/(x))]=log, |, lim, f(x)

Diese Grenzwertsitze gelten entsprechend auch fiir x — oo bzw. x —-— 0. Man beachte dabei
aber die Giiltigkeit der einzelnen Ausdriicke. Z.T. entstehen uneigentliche Grenzwerte, d.h. der
Grenzwert g ist nicht endlich.

Fiir so genannte unbestimmte Ausdriicke vom Typ 0 oder Z sowie 0 - o gibt es Moglichkei-
o0

ten mit Hilfe der Regle von Bernoulli zu einer Losung zu kommen. Dies behandeln wir spiter.

2
Beispiele: 1) lim, S =29 =5 lim MZS'XHL%(XJFS):w

x—=5 Y x—=5
¥2 _2x 43 lirno(x2 —2x+3) 3
2) lim, =1 ===
cos(x) Jlim (cos(x)) 1
2
! x x x

Abschlieflen ein Begriff, der in der Differential- und Integralrechnung eine wesentliche Rolle
spielt.

Definition: Eine in x¢ und einer Umgebung von X, definierte Funktion f heift stetig in xo,
falls der Grenzwert von f in xq existiert und mit dem Funktionswert an der Stel-
le xo Gbereinstimmt:  lim f (x)=f(x,).

0

Anschaulich bedeutet das, der Funktionsgraph ldsst sich ohne absetzen des Stiftes durchzeich-
nen. Die Sgn — Funktion ist an der Stelle xo = 0 nicht stetig, ebenso die Tangensfunktion an der
Stelle xo = n/2.
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4. Lineare Funktionen

Definition: Eine Funktion mit einer Funktionsgleichung der Form y = f(x) = mx + n heif3t
lineare Funktion.

Der Graph einer linearen Funktion ist eine Gerade. Der Parameter m bezeichnet die Steigung
der Geraden, n den y — Achsenabschnitt.

- N
Beispiele: Df(x)=0,5x-2

schneidet die y — Achse in Y (0]- 2)
mit der Steigung m¢= 0,5

2)g(x)=-3/2x+2,5
schneidet die y — Achse in Y, (0] 2,5)
mit der Steigung m, = — 3/2

Bestimmung der Nullstellen:

f (x) = m x + n besitzt Nullstellen fiir f (xx) = 0, d.h. m xx + n = 0. Dies fiihrt auf die Losung
n

m

XN—

Bestimmung der Funktionsgleichung aus zwei Punkten:

Gegeben seien die Punkte P; (x; | y;) und P, (X3 | y2). Dann ergeben sich zwei Gleichungen:

1 yi=mx;+n
I y2=mXx;+n
Subtraktion fiihrt auf yi—Y2=mX; —mXp
also auf m :M.
X =X,
Durch einsetzen ergibt sich dann auch n =y, — N=Va X,
X1 =X

Beispiel: Pi4]9 Py(-2|-3)

1 9=4m-+n

II —-3=-2m+n

12=6m m=2 n=9-4-2=1

fx)=2x+1

Man beachte: y = 3 beschreibt eine Gerade parallel zur x — Achse. Diese besitzt die Steigung
m = 0 und den Achsenschnittpunkt Y (0 | 3).
Sie ist Graph der konstanten Funktion f (x) = 3.
Diese besitzt jedoch keine Umkehrfunktion.

x = 3 beschreibt eine Gerade parallel zur y — Achse. Eine Steigung ldsst sich

nicht angeben. Sie schneidet die x — Achse in X (3 | 0).
Sie ist kein Funktionsgraph!
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Spezielle Formen der Geradengleichung:

Punkt — Steigungs — Form: Die Gleichung einer Geraden durch den Punkt P (x; | y;) mit der

Steigung m lautet: m=2"21
Zwei — Punkte — Form: Die Gleichung einer Geraden durch zwei verschiedne Punkte P,
Y=Vi _ Vo=

(x1 | y1) und P, (x2 | y2) lautet:

Achsenabschnittsform: Die Gerade mit der Gleichung R % =1 schneidet die Koordi-

a
natenachsen in den Punkten X (a | 0) und Y (0 | b).

Bestimmung einer Prallelen und einer Orthogonalen:

Die Steigung einer Parallelen zur Gerade g mit der Steigung m ist ebenfalls m:  m =m.

Die Steigung einer Orthogonalen zur Geraden g mit der Steigung m ist: m, =——.
m

Beispiel: g:y=3x+5
Parallele durch P (0 | — 2) g:iy=3x-2
Orthogonale durchP (0 |-2) g, :y=—-13x-2

Steigungswinkel:

Die Steigung m beinhaltet den Steigungswinkel der Geraden, d.h. den Schnittwinkel mit der x —
Achse. Es gilt: tan (o) = m

Beispiel: y=25x-4
m=2,5 tan (o) =2.,5 o = arctan (2,5) = 68,2°

Anwendungsbeispiele:

1) Geschwindigkeit einer gleichméfig beschleunigten Bewegung: Ein PKW (vo = 72 km/h)
beginnt einen Uberholvorgang und beschleunigt mit a =3,6 m/s :
v (t)=3,6 m/s” - t + 20 m/s.

2) Die Spannung an einem Widerstand R in Abhéngigkeit von der Stromstérke I:
U@=R-1I
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Quadratische Funktionen

Definition: Eine Funktion mit einer Funktionsgleichung der Form y = f(x) = ax” + bx + ¢
heiB3t quadratische Funktion.

Der Graph einer quadratischen Funktion ist eine Parabel mit der Gleichung y = ax” + bx + c.
Die Parabel schneidet die y — Achse im Punkt Y (0 | ¢).

Scheitelpunktsbestimmung:

Jede Parabelgleichung lisst sich in die Scheitelpunktsform y = a (x — xs)” + ys bringen. Daraus

ergibt sich der Scheitelpunkt zu S (xs | ys). . g om : "

f(x)=—2x2+2x+4

fuhrt auf die Parabel

y=-2x"+2x+4

y=-2(x'—x-2) )
y=-2[x*—x+025-0,25-2]
y=-2[(x-0,5)"-0,25-2] 2
y=-2(x-0,5°+45 :
Scheitelpunkt: S (0,5 | 4,5) : : l-2

Bestimmung einer Parabel aus drei Punkten:

A(=3]-10) B(1|-10) C4]32)
liefert drei Gleichungen:

| —10=9a-3b+c
I —10=a+b+c
111 32=16a+4b+c

I-1I 0=8a-4b = b=2a
I-1II —42=—-T7a-T7b

Einsetzen liefert: —42=-7a—-14a=-2la
Ergebnis: a=2 b=4 c=-16
Gesuchte Funktion: f(x)=2x"+4x-16

Nullstellen und Produktform:

Eine Parabel kann die x — Achse in zwei Punkten schneiden, in einem Punkt beriihren oder
nicht beriihren.

Beispiele: 1) y =2x*— 12 x + 16 besitzt zwei Nullstellen:
0=x"-6x+8
X, =3+/9-8=3+1
x =2 X, =4 .
2) y = 3x* + 24x + 48 beriihrt die x — Achse in N (— 4 | 0):
X, =—4E16-16=—4 doppelte Nullstelle

3) y = x> — 3 x + 12 besitzt keine Nullstelle: X1, =1,5%£4-975.
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Im Falle zweier Nullstellen ldsst sich die Parabelgleichung in die Produktform bringen:
y:a~(x—x1)-(x—x2).
Man spricht auch vom Zerlegen des Funktionsterms in Linearfaktoren. Im Beispiel 1) ergibt
sich:
y=2-(r-2)-(r-4)
Im Falle des Beriihrens, einer doppelten Nullstelle entsteht ein Binom im Funktionsterm, wie
im Beispiel 2):
2
y= 3(x + 4)

Anwendungsbeispiele:

1) Die kinetische Energie Eyin eines Korpers hingt quadratisch von der Geschwindigkeit v

des Kdrpers ab: E,,(v)= % m-v?

2) Beim schrigen Wurf besteht die Bewegung aus einer Uberlagerung zweier Teilbewegun-
gen.
Horizontal: gleichformig mit x (t) =vo cos (o) - t
Vertikal:  beschleunigt mit y (t) = vy sin (a) - t— 0,5 t
Um die tatséchliche Flugbahn zu bekommen, kann man die erste Gleichung nach t aufl6-
sen und in die zweite Gleichung einsetzen:

2
. X 1 X g 2
= - - — t . - < @ .
y(x) Vo sm(a) v cos<a> 5 g[vo cos<a>} an(a) X 2v§ cosz(a) X
Mit g =10 m/s? , o =30° und vy = 20 m/s ergibt sich dann:

y<x>:g.x_%.xz:x(g_%g

Daraus kann man jetzt die Wurfweite berechnen. Der Auftreffpunkt auf dem Boden ent-
spricht einer Nullstelle, also: x1=0 und x,=34,64m
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6. Ganzrationale Funktionen (Polynomfunktionen)

Definition: Eine Funktion mit einer Funktionsgleichung der Form y = f(x) = a, X" +...+ ag
mit reellen Koeffizienten ax und n € IN hei3t ganzrationale Funktion oder Po-
lynomfunktion vom Grade n.

Beispiele: Dfx)=x-2x*-5x+6 .
ist eine Funktion dritten Grades

2) f(x)=ix4 —%xz -1

ist eine Funktion vierten Grades

Nullstellenbestimmung: —4

) fx)=x-2x"-5x+6
OZXN3—2XN2—5XN+6
Durch Probieren findet man x; = 1.
Durch Polynomdivision wird ein Linearfaktor ab-
gespalten:
X -2x*=5x+6): (x—1)=x*-x-6
Dann lautet der Funktionsterm:
fx)=x*-x-6)(x—1)
Die Gleichung zur Bestimmung der Nullstellen lautet jetzt:
0=(x"-x-6) (x—1)
Solche Produktgleichungen haben wir durch Betrachtung der einzelnen Faktoren gelost.
Hier bleibt uns zu losen:
0=x’-x-6
X2/3:0,5:|:2,5 X2:3 X3:—2
Die vollstindige Produktdarstellung der Funktion lautet also:
fx)=x-Dx-3)(x+2).

1 4 3 2 1 4 3 2
2 X)=—x"—=x" -1 O=—xy ——x, -1
) S)=gxt = PR AR
Dies ist eine biquadratische Gleichung, die wir direkt 16sen konnen:
Z7-3z2-4=0  z,=15%25 z=-—1 z2=4
Das liefert zwei Nullstellen: XNI=—2 xno=12
Eine Polynomfunktion vom Grad n besitzt hochstensn ~ * : 4= : .

reelle Nullstellen. Sie besitzt genau n komplexe Nullstel-
len. Doppelte Nullstellen bezeichnen immer einen Be-
rihrpunkt mit der x — Achse.

2
: : 11
Beispiel: f(x)=3x>+3x*-3x-3 & 1
fx)=3x+1)7>x-1) : : 1
Daher besitzt die Funktion eine doppelte . : 1
Nullstelle in Ny, (— 1 | 0) und eine einfa- _

che Nullstelle in N3 (1 | 0).
In (— 1] 0) wird die x — Achse lediglich
beriihrt, in (1 | 0) geschnitten.

Zur Nullstellenbestimmung kann auch das Horner — Schema verwendet werden.
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Bestimmung einer Polynomfunktion aus gegebenen Punkten:

Man bestimme eine ganzrationale Funktion dritten Grades, deren Funktionsgraph durch die
Punkte M (1]6,5), N (- 1]7,5), O (- 3] 12,5) und P (- 4| 9) verliuft.

Wir setzen die Punkte in die Gleichung y = ax’ + bx” + cx +d einer Polynomfunktion dritten
Grades ein:

| 6,5=a+b+c+d

11 7.5=—at+b-c+d

111 125=-27a+9b-3c+d
v 9=—64a+16b—-4c+d

Das entstandene LGS losen wir nicht mit dem Gaull — Algorithmus, da hier ein einfacherer
Weg erkennbar ist:

-1 —1=2a+2c c=-—a-0,5
I-111 —-6=28a-8b+4c
-1V —-25=65a-15b+5c¢c

Einsetzen von c in die letzten beiden Gleichungen liefert:

Ir’r —-4=24a-8b

v 0=60a—-15b b=4a

Einsetzen in III"”: —-4=24a-32a a=0,5
Damit erhalten wir fir die restlichen Koeffizienten:

b=4a=2 c=-a-05=-1 d=5

Die gesuchte Polynomfunktion lautet:
f(x)=05x+2x"—x+5

Zur Bestimmung einer Polynomfunktion eignet sich auch das Interpolationspolynom von New-
ton in Verbindung mit dem Steigungsschema.
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7.

Gebrochenrationale Funktionen

_ =)

Definition: Eine Funktion mit einer Funktionsgleichung der Form y = f (x) = ﬂ mit
n\x

ganzrationalen Funktionen z(x) und n(x) heit gebrochenrationale Funktion.

Ist der Grad des Zihlers grofer als der Grad des Nenners, so sprechen wir von einer unecht
gebrochenrationalen Funktion. Gebrochenrationale Funktionen besitzen einen eingeschrénkten
Definitionsbereich, da der Nenner nicht O werden darf.

Beispiele: 1) f(x)= i ID=1R\ {0}
X
Der Funktionsgraph ist eine Hyperbel.
2) flx)=—XF2 __ Sx+2 ID=1IR\ {1 ;3}

x2—4x+3 (x—1)x-3)

2x* —4x +4
3) f(x)Z%

ist eine unecht gebrochenrationale Funktion

ID=IR\ {- 5}

Nullstellen:

Die Nullstellen einer gebrochenrationalen Funktion sind die Nullstellen des Zdhlerpolynom:s.
Damit reduziert sich die Nullstellenbestimmung auf bereits bekannte Verfahren.

Definitionsliicken und Polstellen:

Die Nullstellen des Nennerpolynoms sind Definitionsliicken der gebrochenrationalen Funktion.
Ist eine solche Liicke gleichzeitig eine Nullstelle des Zahlerpolynoms, so entsteht eine beheb-
bare Liicke, andernfalls eine Polstelle. Die Funktionswerte ~ * 4 1* = T 4 - '

wachsen in der Nihe einer Polstelle tiber alle Grenzen. lg
+
12
.. 2
Beispiel: flx)= S ID=1R\ {2} A
besitzt bei xp = 2 eine Polstelle. r

o

. " . . . 1
Bei Anndherung von links fallen die Funkti- =]
onswerte gegen — oo, von rechts wachsen sie
nach + oo.

In der Regel entstehen wie im letzten Beispiele solche Pol- = : : :
stellen mit Vorzeichenwechsel. Tritt eine Nullstelle des Nennerpolynoms doppelt auf, so ent-
steht ein Pol ohne Vorzeichenwechsel.

Beispiele: Die folgenden Graphen zeigen die Funktionen
X 1
f() x? -4 g() x? =2x+1
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[ 1 | 2
-1
' 11
x
-2 -1 1 2 3 4
- - -1 -
Asymptoten:

Die Funktionsgraphen gebrochenrationaler Funktionen nihern sich in den meisten Féllen einer
Geraden an, falls die x — Werte ins Unendliche wachsen. Diese Gerade nennen wir eine Asym-
ptote der Funktion.

Jede echt gebrochenrationale Funktion néhert sich der x — Achse, d.h. ist f echt gebrochen, so
gilt: im f(x)=0=_lim__f(x)

Eine unecht gebrochene Funktion l4sst sich durch Polynomdivision zerlegen in eine Summe
aus einer Polynomfunktion a (x) und einem echt gebrochenen Restglied: f (x) =a (x) + r (x). Ist
die Polynomfunktion a (x) linear, so sprechen wir von einer echten Asymptote.

2
—2x — " - ]
Beispiel: f(x)=x—xl3 ID=1IR\{1} vl .
x f—
besitzt bei xp = 1 eine echte Polstelle
Nullstellen: Ni(=10) N;(3]0)
Die Asymptote erhalten wir durch Polynomdi-
vision: )
(C—2x—3): (x—1)=x—1+ —+
x-1
Die Funktion néhert sich also der Asymptote
ax)=x-1.
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8.

Kegelschnitte und Wurzelfunktionen

Kegelschnitte entstehen als Schnittgebilde zwischen einem Kegel und einer Ebene. Im Einzel-
nen konnen je nach Lage der Ebene ein Kreis, eine Ellipse, eine Parabel oder eine Hyperbel
entstehen. Kegelschnitte werden beschrieben durch algebraische Gleichungen des folgenden
Typs:

Ax* + By +Cx+Dx+ E=0 (1)

In Abhéngigkeit von den Koeffizienten A und B ergeben sich jetzt die verschiedenen Kegel-
schnitte. Diese Gleichung lésst sich aber nicht mehr eindeutig nach y auflésen, ist also nicht
mehr als Funktion interpretierbar. Dazu muss die Kurve auf ihre eine Halfte eingeschréankt
werden.

Der Kreis:

Im Falle eines Kreises ist in der Gleichung (1) A = B. Die Gleichung lésst sich dann in die
Hauptform der Kreisgleichung umwandeln:

(c—xy P +—yy ) =r"  M@Em|yw).

Beispiel: 3x%+3y —12x-24y+12=0
A =B =3, daher ein Kreis.
X—4x+y'—8y=-4
X —4x+4+y —8y+16=—4+4+16
(x-2)+(y-4)7=16
Beschreibt einen Kreis mit dem Mittelpunkt M (2 | 4) und dem Radius r = 4.

Die Gleichung des Kreises ist keine Funktion. Um dies zeigen, 16sen wir die Gleichung nach y
auf:

(y-4) =16 - (x-2)

y=4+416—(x-2)

Diese letzte Zeile konnen wir interpretieren als f(x)=4 + /16 — (x —2)* . Dies ist eine Funkti-

on, ihr Funktionsgraph aber nur der obere Halbkreis. In der Kreisgleichung gibt es zu jedem x —
Wert 2 y — Werte, die die Gleichung erfiillen. Die Zuordnung ist also nicht eindeutig. In der
Funktionsgleichung ist die Zuordnung eindeutig, dafiir wird aber nur der halbe Kreis beschrie-

ben. Die untere Hilfte beschreibt dann die Funktion f,, (x)=4 —+/16 — (x — 2)2 .
Als Funktion ist eine Wurzelfunktion entstanden. Diese lassen sich wie folgt definieren:

Definition: Eine Funktion mit einer Funktionsgleichung der Form y = f (x) =g+ x) mit
einer ganzrationalen Funktion g(x) heillit Wurzelfunktion.

Solche Wurzelfunktionen beschreiben also unter anderem Kreise, aber auch andere Graphen,
wie wir noch sehen werden. Wurzelfunktionen haben stets einen eingeschrankten Definitions-
bereich, da der Radikand nicht negativ werden darf. In unserem Beispiel ist ID =[-2 ; 6].
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Beispiel: f (x =5+ \/ — x? 4+ 6x + 40 beschreibt einen Kreis, denn

)
F(x)=5+1—(x=3) +49 =5+ 49 — (x - 3)°
5

ID=[-4;10]

Die Ellipse:

Eine Ellipse entsteht, falls in Gleichung (1) das Produkt A-B > 0 ist. Dies schlieBt einen Kreis
ein. Fiir A = B gilt ndmlich: A‘B = A*> 0. Der Kreis ist ein Sonderfall der Ellipse. Eine Ellip-
sengleichung ldsst sich dann umstellen in die Hauptform der Ellipsengleichung:

(=P =iV _,

M (xm | ym).
a’ b*
M bezeichnet auch hier den Mittelpunkt. Eine Ellipse hat y
zwel Halbachsen a und b, die den Abstand der Scheitel- o o >
punkte zum Zentrum M angeben, und zwei Brennpunkte. ///' > t*:‘:q\\
Den Abstand des Mittelpunktes M von einem der Brenn- ikl R N,
punkte bezeichnet man als Brennweite oder Exzentrizitit e. [ ifgle \
F, Moy, | x

Es gilt: e’ =a’—b’ _\\\_ﬂ o : a ¥

[ _/___.'—///

Die Ellipse ist auch definiert als die Ortslinie aller Punkte
deren Abstandssumme zu den beiden Brennpunkten kon-
stant ist: PF; + PF, = 2a.

Das Aufldsen der Ellipsengleichung fiihrt zur Funktion:

f(x):ym ig\/az —(x—xM )2 .

Dabei entstehen wieder zwei Funktionen, die jeweils eine halbe Ellipse als Funktionsgraph be-
sitzen. Fiir a = b entsteht ein Kreis mit dem Radius r =a =b.

Beispiel: 16 x* + 25 y* + 32x — 150y — 159 = 0 beschreibt eine Ellipse,
denn A-B =4-5-> 0. Es ergibt sich:
16- (x? + 2x)+ 25 (y* = 6)=159
16 (x2 + 2x+1)+ 25 (32 =6y +9)=159 + 16 +225.

2 2
Ge1f |, =3P

25 16
Dies ist eine Ellipse mit Mittelpunkt M (— 1 | 3) und den Halbachsen a = 5 und
b = 4. Die zugehorige Funktion fiir die obere Hélfte lautet:

f(x):3+§-,/25—(x+1)2 ID=[-6;4]
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Die Hyperbel:
Eine Hyperbel entsteht, falls in Gleichung (1) das Produkt A-B < 0 ist. Man erhilt als Haupt-
gleichung:

(-v ) -y _|
a’ b? -

M (xm | ym).

Der Mittelpunkt M ist hier nur noch als Symmetriezent- \
rum der Figur zu verstehen. Die Exzentrizitit oder AN
Brennweite e ist wieder der Abstand der Brennpunkte
zu diesem Symmetriezentrum. Die gro3e oder reelle
Halbachse a bezeichnet den Abstand der Scheitelpunkte
vom Zentrum M.

Es gilt: e*=a’+b’

Die Hyperbel ist die Ortslinie aller Punkte deren Ab-
standsdifferenz zu den zwei Brennpunkten F; und F; konstant ist: | PF; — PF, | =2a.

Die zugehdrigen Funktionsgleichungen lauten:

1=y £ 25—, P -’

Diese Funktionen sind definiert fiir | X — xu | = a, d.h. nicht definiert zwischen den Scheitel-
punkten.

Eine Hyperbel besitzt zwei Asymptoten mit den Gleichungen a(x) =yy T b (x — Xy ) . Die
a

Steigungen der Asymptoten sind + b Fiir den Sonderfall a = b stehen die Asymptoten also
a
aufeinander senkrecht.
Beispiel: 4x*—9y*— 16 x— 18 y—29 = 0 beschreibt eine Hyperbel mit A'B =— 36 < 0.

Es ergibt sich:

4(x? - 4x)-9(y> +2)=29

a(x? —4x+4)-9(y? +2y +1)=29+16-9 M (2|~ ).

(k-2 (x+1)° _
9 4

1

Die Funktionen lauten dann: f(x) =-1 i% (x — 2)2 -9 ID=IR\(-1;5).

Die Parabel:

Eine Parabel entsteht, falls in Gleichung (1) genau eine der Zahlen A und B gleich 0 ist. Ist B =
0, so liegt die Parabel wie {iblich mit der Offnung nach oben oder unten im Koordinatenkreuz,
fiir A = 0 liegt sie seitlich mit der Offnung nach rechts oder links. Damit ergibt sich als Haupt-
form der Parabelgleichung:

(y—yg) =2p(x—xg) bei seitlicher Lage .
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Der Punkt S bezeichnet in diesem Fall den Scheitelpunkt. Die
Parabel ist dabei definiert als Ortslinie aller Punkte P, die von
einem festen Punkt F, dem Brennpunkt, und einer festen Gera-
den 1, der Leitgeraden, den gleichen Abstand besitzen. Die
Brennweite e ist der Abstand des Brennpunktes von der Leitli-
nie, der Scheitelpunkt liegt auf halber Strecke zwischen F und
der Leitlinie 1.

Die zugehdrigen Funktionen fiir den oberen bzw. unteren Ast
der Parabel lauten:

S(x)=ys +[2plx—x;)

o/
S| F X

Diese Funktionen sind nur definiert fiir x > xg falls p positiv und damit die Parabel nach rechts
geoffnet ist, bzw. fiir x < xg falls p negativ und die Parabel nach links gedffnet ist.

Beispiel: v + 2x + 4y + 10 = 0 ist eine Parabelgleichung, da A = 0 ist.

Es ergibt sich:
yr +4y=-2x-10

(v+2) ~4=-2x-10 S (-3 |-2) nach links gedffnct mitp=— 1.

(y + 2)2 = —2(x + 3)

Die Funktionen lauten: f(x)=-2+ /- 2(x +3) ID=(—o0;—3].

Leitgerade: x=-2,5 =Xg — p/2.

Weitere Wurzelfunktionen:

Wurzelfunktionen beschreiben eine Vielzahl von gekriimmten Flachen, z.B. auch Tragflichen-

prOﬁle' [ B 6 B - 6 6 . [ B - . . -
v Td y®
Beispiele: L ' '
+
. b
:'3 a It + + T 1
-b -4 -2 2 4 [
-2
-4
. ) "
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9.

Exponential- und Logarithmusfunktionen

Definition: Eine Funktion mit einer Funktionsgleichung der Form y = f(x) = f; - a* heiBt
Exponentialfunktion.

Exponentialfunktionen beschreiben Wachstums- und Zerfallsprozesse ebenso wie Absorptions-
vorgénge. Sie spielen daher in Naturwissenschaft und Technik eine besondere Rolle. Jede be-
liebige Exponentialfunktion mit einer Basis a lédsst sich stets umschreiben in eine Exponential-
funktion mit der eulerschen Zahl e als Basis (natiirliche Exponentialfunktion).

Beispiel: 5=¢"®  daher gilt: f (x) = 5* ="

Wir betrachten im Folgenden ausschlieBlich natiirliche Exponentialfunktionen, da es iiblich ist
alle Vorginge mit Hilfe solcher Funktionen in der Form f(x) = fo ¢ zu beschreiben.

Typisch fiir exponentielle Wachstums- oder Zerfallsprozesse ist die gleich bleibende Verdoppe-
lungs- bzw. Halbwertszeit. Unabhéngig von der bereits verstrichenen Prozessdauer und dem
Anfangswert verdoppelt bzw. halbiert sich der Funktionswert immer in gleich bleibenden In-
tervallen.

Wachstumsfunktionen:

Fiir k > 0 beschreibt die Funktion einen Wachstumsprozess, sie ist streng monoton wachsend
und néhert sich fiir x — — oo der x — Achse asymptotisch an.

Beispiele: 1) Wachstum einer Bakterienkultur:
Anfangszahl: By = 5000 Individuen.
Die Bakterienanzahl verdoppelt sich jede halbe Stunde.
Fiir die Verdoppelungszeit gilt:

2B0 :BO 'ektD Py ZzektD

nQ2)=kt, < t, =lnT(2) '
Damit erhalten wir k = In(2) : tp = 1,4 und die Wachstumsfunktion
B (t) = 5000 ¢'*", wobei t in h einzusetzen ist.
2) Kapitalwachstum mit Zinseszinseftfekt:
Anfangskapital: 10.000,- €; Zinssatz: p =4%

t
Dann gilt: K(t)=K, - [l + %} —10.000€ - 1,04' =10.000€ - "

Bei Zinsberechnungen ist allerdings die Schreibweise mit der natiirlichen Ex-
ponentialfunktion uniiblich.
Verdoppelungszeit:  tp =1In(2) : 0,039 = 17,67 Jahre.

Abklingfunktionen

Fiir k < 0 beschreibt die Funktion einen Zerfalls- oder Absorptionsprozess, sie ist dann streng
monoton fallend und néhert sich fiir x — + o der x — Achse asymptotisch an.

Beispiel: Radioaktiver Zerfall:
Anfangszahl: Ny =2 - 10° Kerne; Zerfallskonstante: k = 0,03 sl
N(t)=2-10° ¢ “" wobeitin s einzusetzen ist.
Hierbei schreibt man tiblicherweise das Minuszeichen explizit in den Exponen-
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ten und arbeitet mit einer positiven Zerfallskonstante k. Fiir die Halbwertszeit
gilt dann:

2 2

RARS

t, = =
=k k

Sittigungsfunktionen

Oft streben Messwerte einem Maximalwert entgegen. Dabei nimmt die Zunahme der Messgro-
Be bestdndig ab je ndher sie ihrem Sattigungswert kommt. Solche Vorgénge werden beschrie-

ben durch Funktionen der Form f(x)= f; (1 —eh ), wobei die Konstante k dann stets positiv
ist.

1
-t
Beispiel: Aufladung eines Kondensators q(t)= 0, - (1 —e RC }

Gaul3sche Glockenkurve:

Die Gaullfunktion beschreibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer kontmulerhch Vertellten

Zufallsvariablen. Ihr Funktionsgraph hat die Form einer Glo- * » T*-® =~ ==~ I
cke. In der Regel liegt die Kurve symmetrisch zur y — Achse.
Dann gilt: T
42
flx)=g-e™.
] r@.5 1

Bei seitlicher Verschiebung der Symmetrieachse auf die Ge-
rade x = xo muss der allgemeinere Ansatz : A S

b(x—x. } 1 i 2 3 456 7 8

fx)=gq- et

gewihlt werden. - loac . o

Logarithmusfunktionen:

Umkehrfunktionen der Exponentialfunktionen sind die Logarithmusfunktionen.

Definition: Eine Funktion mit einer Funktionsgleichung der Form y = f (x) = q - logy(x)
heilt Logarithmusfunktion.

Es gilt dabei:

=1 = ln(fl]:kzx

0

)=y e e fwwﬂ{;ﬂw

0

Logarithmen werden hauptséchlich zum Losen von Exponentialgleichungen benétigt.
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10.

Trigonometrische Funktionen und Arcusfunktionen

Definition: Eine Funktion, deren Funktionsgleichung aus trigonometrischen Termen auf-

gebaut ist, heillt trigonometrische Funktion.
Die elementaren trigonometrischen Funktionen sind:
f(x)=sin(x) g(x)=cos(x) A(x)=tan(x) i(x)=cot(x).

Diese Funktionen sind periodisch mit einer Periode p. Dadurch wiederholen sich auch die Null-
stellen Maxima und Minima periodisch. Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber die Ei-

genschaften dieser Funktionen (k € Z):

sin (X) cos (X) tan (X) cot (x)
Definitionsbereich | —oo<x <+ — 00 <X <+ o0 IR\ {n/2 + km} IR\ {km}
Wertebereich —1<y<+] —1<y<+1 —0<y<+o® —0<y<+ow
Periode 2 2n T T
Symmetrie ungerade gerade ungerade ungerade
Monotonie — — Streng wachsend Streng fallend
Nullstellen XNk =k T Xnk=T/2 +k® xnk =k T Xnk=T/2 +kn
Relative Maxima XNk = /2 + 2kn xnk = 2km - -
Relative Minima XNk = 37/2 + 2km XNk = T+ 2km — -
Pole - - XNk = /2 + kn XNk =Kk T
Senkr. Asymp. — — X =1/2 +kn x=km

Die Funktionsgraphen haben wir bereits im Zusammenhang mit trigonometrischen Termen be-

trachtet:

Durch einen Faktor b im Argument kann eine Verdnderung der Periode bewirkt werden. Ein
zusitzlicher Summand c wird eine seitliche Verschiebung bewirkt. Ein externer Faktor a be-
wirkt eine Streckung in y — Richtung. Dann erhédlt man die allgemeinen Funktionen

f(x)=a-sin(bx +c) g(x)=a-cos(bx +¢)
h(x)=a-tan(bx +c) i(x)=a-cot(bx +c)
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Hier sind besonders die Sinus- und die Kosinusfunktion zur Beschreibung von Schwingungs-
vorgédngen von Bedeutung. Diese haben die Periode p = 2n / b. Der Wertebereich wird ge-
streckt auf das Intervall [— a ; + a]. Gleichzeitig verschieben sich die Nullstellen, Maxima und

Minima.

Beispiele:

1) f(x) =2 sin (0,5 x — /3).
Periode: p =4 m; Wertebereich: [- 2 ; + 2]
Fiir die Nullstellen gilt:

0=2 sin(O,SxN - fj
3
T . 2
0,5xy, — —=arcsin(0)+ 2kz =0+ 2kz = xy, = 57[ +4kr
T . 8
0,5x,, — 3" arcsin(0)+ 2kz =7 + 2kn = xy, = §7r + 4k

2) f(x)=0,4 cos (4 x +7/2)
Periode: p = n/2; Wertebereich: [- 0,4 ; + 0,4]
Nullstellen:

0=0,4 cos(4xN + %j

1
4xN1+%:arccos(0)+2k7z—%+2k7z = lezakﬁ

4x 5, +%=arccos(0)+2k7r:37ﬂ+2k7r = xN2:%+%k7[

Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen sind die Arcusfunktionen. Dabei ist
zu beachten, dass wegen der Periodizitit eine Umkehrung nur auf einem eingeschrénkten Defi-
nitionsbereich moglich ist, dem Hauptzweig der Funktion.

f sin (X) cos (X) tan (X) cot (X)
IDzuf —m/2<x<T7/2 0<x<m —m/2<x<m/2 0<x<m
IW zu f —1<y<+1 —1<y<+1 —<y<+ow —o0<y<+ow
£ Arcsin (x) Arc cos (x) Arctan (x) Arccot (x)
IDzuf' —1<y<+l —1<y<+1 —o<y<+wm —o<y<+om
IW zu f ' —n/2<x<7/2 0<x<m —m/2<x<7/2 0<x<m
Asymptoten zu ' - — y=+m/2 y=0/y=m

Funktionsgraphen der Arcusfunktionen:

-—

V=4arccosx

Vi

1_

[
|
|
|
|
~ly '
L’f‘ <

7

: i {
y=arcsinx|[ |
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11. Hyperbolische Funktionen und Areafunktionen

Aus der natiirlichen Exponentialfunktion lassen sich vier Funktionen ableiten, die unter der Be-
zeichnung Hyperbolische Funktionen bekannt sind:

Sinus  hyperbolicus:  f(x)=sinh(x)= % (ex —e )
: . 1 X —X
Kosinus hyperbolicus : g(x) = cosh(x) = 5 (e +e )
Tangens hyperbolicus : h(x) = tanh(x) =¢ ¢

et +e "

. . e"+e "

Kotan gens  hyperbolicus: i(x)= coth(x)= —

e’ —e
Funktionsgraphen:
y
| i
- y=coth x
Asymptote
N n - [Ige e = SRSV R
y=tanh x
7 ‘ x
iy — . D ——
7 2 AS)/IT;_DJ‘O?‘E'
y=coth x
|

Beispiel: Eine an zwei Punkten P und Q symmetrisch zur y — Achse in gleicher Hohe

aufgehingte Kette nimmt unter dem Einfluss der Schwerkraft die geometrische
Form einer Kettenlinie an, die durch die Funktion

flx)=a- cosh(i] beschrieben wird. Der Parameter a ergibt sich dabei aus
a

dem Abstand der Punkte P und Q voneinander und der Linge des Kettenstiicks
zwischen diesen Punkten.

Areafunktionen:

Die Areafunktionen sind die Umkehrfunktionen der hyperbolischen Funktionen. Sie lassen sich
durch logarithmische Terme ausdriicken. Fiir diese Umkehrfunktionen gelten wie bei den Ar-
cusfunktionen eingeschrinkte Definitionsbereiche.

Areasinus hyperbolicus: f (x) =ar sinh(x) = 1n(x +yx?+1| fiir xelR
Areakosinus  hyperbolicus:  g(x)=arcosh(x)= ln(x +x? =1 fir x>1
Areatan gens  hyperbolicus: h(x)= ar tanh h(x)= % ln(r—xj Sfiir |x| <1

Areakotan gens  hyperbolicus : i(x)=ar coth(x)= %ln( rr D Siir |x| >1
x—
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