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1.2.4. Dynamisches Programmieren

Lösung des Problems setzt sich wieder aus Teilproblemen zusammen, aber unter Verzicht auf Unabhängigkeit und die wiederholte Berechnung von Teilergebnissen durch Abspeichern bisher bereits erzielter Teilergebnisse in Tabellen vermeidet.

Anwendung auf Optimierungsprobleme:

Suche einer optimalen Lösung in der Menge der zulässigen Lösungen.

Prinzip:

· Bestimmung der Struktur einer optimalen Lösung

· rekursives Definieren des Wertes einer optimalen Lösung

· Berechnung des Wertes einer optimalen Lösung (gemäß obiger Rekursion)

· Konstruktion einer optimalen Gesamtlösung

Voraussetzung:

Das Optimierungsproblem muß das Prinzip der Optimalität erfüllen: In einer optimalen Folge von Entscheidungen und Auswahlen muß jede Teilfolge auch optimal sein (z.B. kürzeste Weg Rostock-Berlin und Berlin-München).

Beispiel: kürzeste Weg in einem Graphen

geg.: 

G = (V, E)
mit V = Menge der Knoten und E = Menge der Kanten



Kantenbeschriftung

ges.:

Länge des kürzesten Weges zwischen jedem Paar von Knoten

Annahmen:
Knoten sind von 1 bis n nummeriert, Matrix L enthält die Längen der Knoten mit L[i,i] = 0

L[i,j] > 0 für i ( j

i,j = 1(1)n


L[i,j] = ( wenn Kanten (i,j) ( E

Prinzip der Optimalität: Liegt ein Knoten k auf dem kürzesten Weg von Knoten i nach Knoten j, dann müssen die Teilwege von i nach k und von k nach j ebenfalls optimal sein.

Rekursive Definition einer optimalen Lösung: Aufbau einer Matrix D (Resultatmatrix) mit D[i,j] = Länge des kürzesten Weges von Knoten i nach Knoten j ist. L hat nun Länge j – i

Iterativer Aufbau von D:Dk ((= O(1)n)

Dk enthält die Lösungen der kürzesten Wege, die nur Knoten aus {1, ..., (} als Zwischenknoten enthalten. Das gesuchte Ergebnis ist D0 := L

Der Algorithmus muß bei der Iteration der Stufe k für jedes Paar von Knoten prüfen, ob es einen Weg durch den Knoten k gibt, der kürzer ist als der gegenwärtig optimale Weg, der nur durch die Knoten {1, 2, ..., k – 1} geht oder nicht.

D( [i,j] = min {Dk-1 [i,j], Dk-1 [i,k] + Dk-1 [k,j]}
(Suche nach dem kürzesten Weg

Berechnung der optimalen Lösung: D(  D( [k,k] = 0, ändern sich bei der k-ten Iteration die Werte in der k-ten Zeile und k-ten Spalte nicht (Floyd’s Algorithm)

module:
Min_Weg (L, D);



D:=Li(D0)



FOR k:= 1 TO n DO




FOR i:= 1 TO n DO





FOR j:= 1 TO n DO






Dij:= min{Dij, Di k + D(j}

(hier kommen diversen Matrixzeichnungen)

Konstruktion einer optimalen Lösung: Aufbau einer Matrix W (wegorientiert):


Initialisierung W:=0


IF Dik + Dkj < Dij THEN



Dij:= Dik + Dkj


Wij:= k 

(Abspeichern der Verkürzung)

W[i,j] enthält am Ende die Nummer der letzten Iteration die eine Veränderung von D[i,j] bewirkt hat. Daraus folgt die Ermittlung des kürzesten Weges von i nach j aus dem Element W[i,j]:

· wenn W[i,j] = 0 dann läuft der kürzeste Weg nur über die Kante (i,j) – direkte Verbindung

· wenn W[i,j] = k (k ( 0) dann läuft der kürzeste Weg von i nach j durch den Knoten k.

· Rekursives Betrachten von W[i,k] und W[k,j] liefert alle anderen Zwischenknoten auf dem kürzesten Weg.

Aufwand:

((n3) Zeitaufwand

Wann sollte dynamisches Programmieren angewendet werden ?

1) Optimale Lösung setzt sich aus optimalen Teillösungen zusammen (optimale Substruktur). Beweis des Optimalitätsprinzips erfolgt im allgemeinen indirekt: Annahme es gibt etwas Besseres ( Widerspruch.

2) überlappende Teilprobleme ( speichern bereits berechneter Teillösungen und Verwendung anstelle erneuter Berechnung (rekursive Aufrufe)

1.2.5. Verfahren der schrittweise Ausschöpfung (Greedy-Algorithmen)

Methode zur Lösung von Optimierungsproblemen: in jedem Schritt wird eine „bestmögliche“ Wahl getroffen in der Hoffnung, dass mit dieser Folge von lokal optimaler Wahl eine global optimale Lösung erreicht wird.

Anwendungsfälle:

· Suchen einer besten Reihenfolge zur Realisierung einer Menge von Aufgaben auf dem Computer

· Bestimmung einer Reihenfolge der Bedienung von Kunden an einer Ladenkasse, sodaß die durchschnittliche Wartezeit aller Kunden minimal wird

· Finden von kürzesten Wegen in Graphen
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