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1.2.5. Greedy Algorithmus (Reihefolgeprobleme)

Charakterisierung der Algorithmusklasse:

· Existenz einer Menge von Kandidaten (auszugebende Anfrage sind immer auswählbar ?)

· Existenz der Menge der bereits verwendeten Kandidaten

· Existenz einer Funktion zur Überprüfung , ob eine spezielle Menge von Kandidaten eine Lösung darstellt, ohne zunächst die Frage der Optimalität zu beachten

· Existenz einer Funktion zur Überprüfung, ob eine Menge von Kandidaten so erweitert werden kann, dass das Problem eine Lösung bekommt

· Existenz einer Auswahlfunktion zur Entscheidung, welcher der noch nicht benutzten Kandidaten der vielversprechendste ist

· Existenz einer Zielfunktion, die optimiert werden soll

Grundschema der schrittweisen Ausschöpfung:

f(L,x)
Optimalitätsfunktion

g(L,x)
Bestimmen der neuen Teillösung (einfachster Fall g(L,x) = L ( {x})

E = Eingabemenge

L = Lösungsmenge

L:=0

WHILE L = (Teil)lösung AND E ( 0


WÄHLE x ( E, so daß f(L,x) optimal;


E:=E\{x}


L:=g(L,x)

IF L = Lösung THEN RETURN (L)



ELSE RETURN (‘Keine Lösung gefunden’)

Bemerkung: greedy ( „gieriger“ Algorithmus (nächstbester Wert wird genommen ohne Berücksichtigung der anderen)

Beispiel: Verteilung von Ressourcen unter konkurrierenden Aktivitäten

S = {1,2,...n}
Menge der Aktivitäten, die eine Ressource benötigen (Ressource kann nur von einer Aktivität benutzt werden)

Si
Startzeit der Aktivität

fi
Endezeit der Aktivität

Si ( fi (i = (1) n)

Aktivität i und j sind kompatibel, wenn sich [Si ( fi] und [Sj ( fj] nicht überlappen.

Aufgabe: Auswahl einer max. großen Menge an wechselseitig kompatiblen Aktivitäten.

Annahme: Aktivitäten sind nach wachsender Endezeit geordnet (f1 ( f2 ( ... ( fn) – falls diese Vorraussetzung nicht gegeben ist, lässt es sich mit Aufwand 0 (n ( log n)

Algorithmus:





Zahlenbeispiel:

module Aktiv-Auswahl (n,s,f,A)


i
Si
fi


A:={1};



1
1
3



j:=1;




2
2
5


FOR i:=2 TO n DO



3
1
6



IF Si ( fj THEN


4
4
8




A:=A ( {i};


5
6
9




j:=I



6
8
10






7
5
10

Aufwand: Wenn die Aktivitäten bereits n mal Einheiten sortiert sind, können n Aktivitäten in ((n) in der Optimallösung eingeordnet werden.

Nachweis der Korrektheit: Aktivität 1 hat früheste Endezeit

zu zeigen: Es gibt eine optimale Lösung durch die Greedy-Wahl von Aktivität f – dass 1 die optimale Lösung ist

Annahme: A ( S sei optimale Lösung mit nach Endezeiten geordneten Aktivitäten (durchnummeriert nach Endezeiten, 1 kürzeste Zeit) – erste Aktivität in A sei k

a) k = 1 (optimale Lösung) – Zuteilung von A beginnt mit der Greedy-Wahl

b) k ( 1 sei B = A \ {k} u {1} – Herausnahme k, Hinzufügen der Aktivität 1)

Da f1 ( fk sind Aktivitäten in B getrennt, B hat dieselbe Auswahl von Aktivitäten wie A (( B ist auch optimal). B ist also die optimale Lösung für S, die Greedy-Wahl 1 enthält (die 1 ist immer Bestandteil einer optimalen Lösung, es gibt immer eine optimale Lösung die mit der Aktivität 1 beginnt).

Nach Wahl von Aktivität 1 reduziert sich das Problem auf das Finden einer optimalen Lösung über diejenigen Aktivitäten von S, die kompatibel mit der Aktivität sind (alle Aktivitäten, die sich nicht mit 1 überlappen).

A’ = A\{1} ist optimale Lösung S’ = {i ( S}

Si ( {1}
sind alle Werte, die sich nicht mit 1 überlappen (Si ist Startzahl fi ( keine Überlappung)

Bemerkung: ließe sich B’ zu S’ mit mehr Aktivitäten als in A’ finden würde sich, bei Hinzufügung von Aktivität 1 zu B’ eine Lösung B zu S mit mehr Aktivitäten als in A finden (( Widerspruch zur Optimalität von A).

Ergebnis: die Greedy-Wahl in jedem Schritt erzeugt eine optimale Lösung (bei jeder Aufgabe ist der Beweis der optimalen Lösung wie oben gezeigt zu führen).

Wann ist die Anwendung der Greedy-Methode möglich ? – 2 wichtige Eigenschaften:

a) Greedy-Wahl-Eigenschaft: daß die global optimale Lösung erreichbar ist durch lokal optimale (Greedy)-Wahl (iterativ wird die Auswahl der Kandidaten verringert). Die Greedy Wahl hängt nicht ab von zukünftigen Schritten. Die Anwendung der Greedy-Strategie erfordert den Beweis, dass die global optimale Lösung erzielt wird.

b) optimale Substruktur: optimale Lösung zu einem Problem lässt sich aus optimalen Lösungen von Teilproblemen zusammensetzen.

Vergleich Greedy-Verfahren / dynamische Programmierung:

Gemeinsamkeiten:

· Bestimmung optimaler Lösungen von Problemen

· optimale Substruktur (siehe oben unter b)

Unterschiede:

· bei der Greedy-Methode ergibt sich die optimale Gesamtlösung aus der Nacheinander-Ausführung von Greedy-Wahlen

· bei dynamische Programmierung werden die Lösungen zu Teilproblemen zu einer Gesamtlösung zusammengefügt

Lassen sich beide Methoden wechselseitig ersetzen ?

Beispiel: Rucksackproblem (max. Auslastung des Rucksacks mit Gegenständen)

a) 0-1-Rucksackproblem (diskretes) und Artikel vorrätig

· Artikel i mit Wert Vi (DM) und Gewicht Wi (kg) mit (Vi,Wi ( Z, i = 1(1)m)

· maximal Gewicht für Rucksack W

· Ziel: Rucksack so füllen, dass Inhalt max. Wert bekommt

· Festlegung: 0-1-Problem ( Gegenstände nicht teilbar, entweder mitnehmen oder nicht

b) gebrochenes Rucksackproblem (stetiges) – Gegebenheiten und Ziel wie bei a)

· Festlegung: die Artikel sind teilbar

Beide Probleme haben die optimale Substruktur-Eigenschaft (Probleme in Teilprobleme zerlegbar) – stetiges Problem lässt sich mit Greedy-Methode lösen, das diskrete nicht. Obwohl beide Probleme sehr ähnlich sind, ist nur das stetige mittels Greedy-Methode lösbar, das diskrete Rucksackproblem dagegen nicht.

Zahlenbeispiel:

1) stetiges Problem: Berechnung von 
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· Wahl beginnt Artikel und größten 
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 und zwar soviel wie möglich

· ist W noch nicht erreicht, wird normal viel an Artikeln mit Größe 
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 als Restmenge genommen usw.

	
	Artikel 1
	Artikel 2
	Artikel 3
	Rucksack

	W
	10 kg
	20 kg
	30 kg
	50 kg

	V
	60 DM
	100 DM
	120 DM
	

	V/W
	6
	5
	4
	


· zunächst werden die Artikel mit dem größten Quotienten ausgewählt, hier: 6, dann 5, dann 4

· Lösung: Artikel 1, und 2 x Artikel 2 denn mit der maximalen Rucksackauslastung 50 kg ist ein max. Gesamtwert von 240 DM erreicht

2) diskretes Problem

· Greedy-Algorithmus wählt zuerst Artikel 1 (beginnt immer mit 1)

· erste Alternative: Artikel 2 (( 30 kg und 120 DM) – Artikel 3 paßt nicht in den Sack

· zweite Alternative: noch mal Artikel 1 und dann Artikel 3 (( 40 kg und 180 DM)

· optimale Lösung: Artikel 2 und Artikel 3 ( 50 kg und 220 DM Wert, dynamische Programmierung hätte optimale Lösung gefunden

Ergänzung: es gibt ein hinreichendes Kriterium für die Existenz einer Greedy-Lösung – das Problem muß sogenannte „Matroid“ Eigenschaft haben

1.2.6. Backtracking

· Algorithmus gelangt zu einer Situation, wo es mehrere Fortsetzungsmöglichkeiten gibt

· Testen der Fortsetzungsmöglichkeiten, ob sie zu gewünschten Ziel führen

· wenn keine Möglichkeit zum Ziel führt, dann Rücklauf zu einer Situation, wo mehrere Möglichkeiten zur Auswahl standen

· Algorithmus endet erfolgreich, wenn gewünschtes Ziel erreicht wird, Algorithmus endet erfolglos, wenn alle zu testenden Möglichkeiten erfolglos waren (Prinzip „trial and error“)

· Aufzeichnen der Schritte notwendig, wenn Schritt in Sackgasse führt, dann rückgängig machen des Schrittes und löschen der Aufzeichnung

Strategie des Backtracking: Allg. Muster

module trial_error


INIT Wahl der Kandidaten



REPEAT wähle den nächsten




IF annehmbar THEN





zeichne ihn auf





IF Lösung unvollständig THEN






versuche nächsten Schritt






IF NOT erfolgreich THEN lösche aufzeichnung



UNTIL erfolgreich OR keine weiteren Kandidaten

Anwendung auf konkrete Probleme führt oft zu Modifikationen:

· Einführung eines expliziten Stufenparameters i (Tiefe der Rekursionen, einfache Abbruchbedingung)

· wenn Zahl der bei jedem Schritt zu untersuchenden Kandidaten gleich ist, kann Zählvorgang genutzt werden

Beispiel einer Modifikation:

module trial_error(i)


k:=0


REPEAT k:=k + 1;



wähle k-ten Kandidaten




IF annehmbar THEN





zeichne ihn auf





IF i < n THEN trial_error(i ..)





IF NOT erfolgreich THEN lösche aufzeichnungen


UNTIL erfolgreich OR (k = m)

Beispiel: 8 Damen auf Schachbrett

Aufgabe: Verteile 8 Damen so auf dem Schachbrett, dass keine Dame eine andere bedroht

Elementare Lösungsversuche:

1) Systematisches Ausprobieren aller Möglichkeiten zur Platzierung von 8 Damen auf dem Brett: 
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2) Anzahl der Positionen systematisch reduzieren, Verbesserung durch Vermeiden von Stellungen, wo mehr als 1 Dame in einer Reihe steht

Darstellung unseres Schachbrettes mit einem Vektor aus 8 Elementen, die die Position der Dame in der jeweiligen Position angeben.

module damen_try1;


Q:=false;  {Verteilung möglich ?}


FOR i1:=1 TO 8 DO



FOR i2:=1 TO 8 DO




FOR i3:=1 TO 8 DO





…





FOR i8:=1 TO 8 DO






L1:=(i1, i2, i3,…,i8);






IF L1 ist Lösung THEN Ausgabe(L1);






Q:=true


IF NOT Q THEN Ausgabe(‘Es gibt keine Lösung’);

Es sind 88 = 16.777.216 Fälle zu überprüfen.

3) Vermeidung von Stellungen, wo mehr als 1 Dame in einer Reihe oder einer Spalte stehen

module damen_try2


L2:=erste Permutation;


WHILE L2 ( letzte Permutation AND NOT L2 = Lösung DO



L2:= nächste Permutation


IF L2 = Lösung THEN Ausgabe(L2)



ELSE Ausgabe(‚Es gibt keine Lösung’)

Es sind 8! = 40.320 Fälle zu überprüfen

PAGE  
Quelle: Universität Rostock (Prof. Hantzschmann) / Korrekturen und Ergänzungen bitte an info@skripte.net

_1006967319.unknown

_1006969517.unknown

_1006967168.unknown

