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Begriffsfestlegung : 
x0, x1, x2,...    
Variablen (Zahlen)



F00, F01,..., F10, F11,…, F20, F21,… 
Funktionsvariablen




              Anzahl der Argumente




Fin



       
Zahlenindex



O
Zahlenkonstante o



N   Funktionskonstante (Nachfolgerfunktion)

Induktive Definition von Termen :

(1) O ist Term

(2) Jede Variable xi ist ein Term

(3) Jede nullstellige Funktionsvariable Fi0 ist ein Term

(4) Ist T ein Term, so ist auch N(T) ein Term

(5) Ist Fin eine n-stellige Funktionsvariable (n(1) und sind T1,...,Tn Terme, so ist auch Fin(T1, T2,..., Tn) ein Term

z.B.:

F42(x0,x1)


F04(N(x0), x1,N(F11(x2)),F01(4))


4=N(N(N(N(0))))




F01(F11)  kein Term 

Definition :
Eine Gleichung ist ein Ausdruck der Form




T1=T2, wobei T1, T2 Terme sind.

Beachte :
T1(T2       2 Terme sind als Zeichenreihen identisch

Gleichungskalkül :
(E1) 
Einsetzungsregel




Übergang von der Gleichung T1=T2 zur Gleichung Tixi/c=Tix1/c, wobei c((.

(E2) 
Ersetzungsregel




T sei ein Term der Form Fjn(c1,...,cn) mit ci(( (i=1(1)n) und T=c   für c((



Ferner seien T1, T2, T1´, T2´, (T1, (T2  Terme mit    T1=(T1 xi/T         T2=(T2  xi/T







T1´= T1 xi/c          T2´= (T2  xi/c



Übergang von den beiden Gleichungen





T=c  ,  T1=T2


zur Gleichung  T1´= T2´.

Definition der allgemein-rekursiven Funktion :  

Eine n-stellige Funktion ( heißt allgemein-rekursiv, wenn es ein endliches System von Gleichungen GS und eine Funktionsvariable Fin gibt, so dass für alle n-tupel ((x1,(x2,...(xn)    (xi((, i=1(1)n) und genau ein (y((

(( (x1,(x2,...(xn)= (y

genau dann, wenn Fin((x1,(x2,...(xn)= (y aus GS mittels endlich vieler Anwendungen von (E1) und (E2) ableitbar ist. Das Gleichungssystem GS definiert die Funktion ( rekursiv in bezug auf  Fin.

Bemerkung :
Definition von allgemein-rekursiven Funktionen legt nirgends ein Induktionsschema fest und


Liefert noch keine explizite Rechenvorschrift.

Zusammenhang zwischen (-rekursiven und allgemein-rekursiven Funktionen :

Satz 1 :  
Die mit dem unbeschränkten (-Operator definierte Funktionen


g((x1,...(xn)=(y[(((x1,...(xn,y)=0]


        (( primitiv-rekursiv)


ist allgemein-rekursiv.

Beweis :
Es ist ein GS zu konstruieren, das g rekursiv definiert.

Satz 2 :
(Normalformtheorem von Kleene)


Jede allgemein-rekursive n-stellige Funktionen g lässt sich in der Form


      g(x1,...,xn)=h((y[(((x1,...(xn,y)=0]


darstellen, wobei h und ( primitiv-rekursive 1-stellige bzw. (n+1)-stelligen Funktionen sind und ( die 


Bedingungen (x1 (x2...(xn (y[(((x1,...(xn,y)=0] erfüllt. (o.B.)


Die allgemein-rekursive Funktionen sind genau die (-rekursiven Definitionen.

These von Church
Ist mit der Klasse der allgemein-rekursiven Funktionen die Klasse der berechenbaren Funktionen gefunden?

Churchsche These (1936) :
Jede effektiv-berechenbare Funktion ist allgemein-rekursiv.





-These nicht nachweisbar!

Ergänzungen :
Schränkt man die Voraussetzungen, dass die Argumente beliebige natürlichen Zahlen sein 



können ein:  partiell definierte Funktionen
Definition mittels GS beinhaltet auch die Möglichkeit, partiell definierte Funktionen zu definieren:

Nur für ((x1,...(xn) von ( definiert ist, lässt sich eine Zahlengleichung Fin((x1,...(xn)=(y herleiten.

Partiell-rekursive Funktionen
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