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1.4. Weitere Präzisierungen des Algorithmenbegriffes

1.4.1. Markovsche Algorithmen

V 
endliche Menge von Zeichen (Alphabet) mit →, • ∉ V

P
Menge von Regeln der Form p → q
p,q ∈ V* (Regelsystem)

Algorithmus über einem Alphabet V:


(1) Regelsystem


(2) Vorschrift (exakt, allgemein verständlich), wie (1) anzuwenden

                                                               P

wo ∈ V*
Ausgangswert

wo → wn
wn ∈ V*
Resultatwert

Algorithmus wo überführt in wn
Beispiele:
(1) 
V = {a, b, c, ∨,∧,(, (, )}




P = Axiome der Aussagenlogik 




wo = ( (a ∨ (b)




wn = (a ∧ b



(2)
V = {a, b, +, -, *, /, (, ), √, 2, 4, 0, =, x}




P = Lösung quadratischer Gleichung




wo = x * x + a * x + b = 0




wn = x = -a/2 + √(a * a/4 - b)





       P





wo → wn
Definition:
Ein Algorithmus über einem Alphabet V besteht aus einem System von Regeln und einer allgemein verständlichen Vorschrift, wie und in welcher Reihenfolge diese Regeln auf einen Wert wo aus V* anzuwenden sind und wann diese Anwendung zu Ende ist.

Präzisierung nach Markov (→ normaler Algorithmus)


Form der Regeln:

r : p → q
p, q ∈ V*






r : p → •q


Festlegung einer Reihenfolge: 
ri (i = 1 (1) k)


Anwendung einer Regel auf ein Wort w ∈ V*:




w = p1 p• p2 
mit p∉ p1
p1, p2 ∈ V*




w` = p1qp2

Reihenfolge der Anwendung: 
Auswahl der Regel r2 • mit kleinstem i, so dass ri anwendbar ist.



Ende der Regelanwendung:
a) angewandte Regel hat •






b) keine Regel anwendbar


       P


wo → wn : wo → w1 → w2 → … → wn – 1 → wn




j : = 0





i : = 0



WHILE i ≤ k DO





nein

pi ∈ wj?


ja





i : = i + 1
wj + 1 : = wj





Anwendung von pi → qi auf wj am

 weitesten links








ri mit •?






ja


nein







i : = k + 1

j : = j + 1









i : = 1




Definition:
Unter einem normalen Algorithmus versteht man die Anwendung eines über dem Alphabet V gegebenen Regelsystems P = {pi → (•) qi / pi, qi ∈ V*, i = 1(1) k} in der im Struktogramm festgelegten Weise auf einen Wert wo ∈ V*.

Bemerkung:
Wenn die durch Anwendung eines normalen Algorithmus bestimmte Folge wo → w1 → w2 → ... mit einem letzten Wort wn ∈ V* abbricht:




wn = ((wo)


( ist eine partiell rekursive Funktion.

Beispiel:
V = {a, b, c, d, e}

P = 
(1) ab → ad
(4) ad → •ae




(2) dc → ee
(5) eb → b




(3) e → b
(6) abc → e


wo = abc




abc → adc → aee → abe → ade → adb → aeb 






        P






abc → aeb

Definition:
Zwei Algorithmen A1 und A2 über einem Alphabet heißen äquivalent, wenn ihre Anwendungsbereiche identisch sind und ihre Ergebnisse bei Anwendung auf ein Wort aus einem gemeinsamen Anwendungsbereich übereinstimmen.

Beispiel: 
Addition von 2 natürlichen Zahlen




(n ∈ ℕ codiert als Folge von Einsen)




V = {1, +, ε}




z. B. 
wo = 
11 + 1 + 11•
P1: 
(1) 1 + → + 1





(2) + 1 → 1





(3) 1 → •1

 11 + 1 + 11 

 1 + 11 + 11 

 + 111 + 11 

 + 11 + 111 

 + 1 + 1111 

 + + 11111 

 + 11111

 11111





 11111

P2:
(1) + → ε




(2) 1 → •1




 
11 + 1 + 11






111 + 11






11111






11111




P3:
(1) 1 + → + 1





(2) + + → +





(3) + → •ε




 
11 + 1 + 11






1 + 11 + 11






+ 111 + 11






+ 11 + 111






+ 1 + 1111






+ + 11111






+ 11111






11111




wn = 11111

Markovsche Vermutung:


Jeder Algorithmus über einem Alphabet V ist zu einem Normalalgorithmus über demselben Alphabet äquivalent.

1.4.2. LOOP- und WHILE-Berechenbarkeit

Syntaktische Komponente:




Variable: 
x0, x1, x2, ... (abzählbar unendlich viele)




Konstanten:
0, 1, 2, 3, ...




Trennzeichen:
;, :, =




Op.zeichen:
+, _




Schlüsselwörter:
LOOP, DO, END


Syntax von LOOP-Programmen:

(1) Jede Wertzuweisung der Form xi : = xj + c zu xi := xj _ c mit einer Konstanten c ist ein             

     LOOP-Programm

(2) Sind P1 und P2 LOOP-Programme, so ist auch P1;P2 ein LOOP-Programm

(3) Falls P ein LOOP.Programm ist, so ist auch LOOP xi DO P END ein LOOP-Programm

Semantik von LOOP-Programmen:




(1) Interpretation der Wertzuweisung wie üblich




(2) P1; P2 ist die Sequenz von P1 und P2



(3) P wird so oft ausgeführt, wie der Wert von xi zu Beginn angibt

Definition:
Eine Funktion (: ℕk → ℕ heißt loop-berechenbar, wenn es ein LOOP-Programm P gibt, das ???

mit x1, x2, ..., xk für die Variablen x1, x2, ..., xk und 0 für die restlichen Variablen stoppt mit dem Wert ( (x1, x2, ..., xk) für xo (sonst beliebig).

Bemerkungen:
(1) Obige Festlegungen für xk + 1, ... mit 0 ist lediglich eine Normierung.

(2) Jedes LOOP-Programm stoppt nach nach endlicher Zeit → loop-berechenbare Funktionen sind              

      totale Funktionen.
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