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5. Zufallsvariablen und ihre Verteilungen

5.1. Begriff der Zufallsvariablen









Deskriptive Statistik




Induktive Statistik

Parameter der Grundgesamtheit = Parameter aus der Stichprobe + zufällige Abweichung


(unbekannt)


(berechenbar)

(mit Wahrscheinlichkeitsurteil angebbar)

Beispiel:

*Bevölkerungsstand der BRD am 31.12.1994

· sachlich, räumlich und zeitlich abgegrenzt, in der Realität existent

· Entsprechung: klassisches Realmodell der Kugelurne

*Genauigkeitsüberwachung in einer Abfüllanlage in einem Unternehmen

· real nicht vorfindbare Einheiten

· Entsprechung: klassisches Realmodell des Würfels

Kombinatorik: siehe S. 78

Permutationen: Anordnung der n Elemente

In

Kombinationen n-ter Ordnung ohne Berücksichtigung der Anordnung

Oder in 

Variationen n-ter Ordnung unter Berücksichtigung der Anordnung

Ein Zufallsvorgang (zufälliger Vorgang) wird dadurch charakterisiert, daß sein Ergebnis (Ausgang) nicht zwingend festgelegt ist und demnach auch nicht mit Sicherheit vorhersehbar ist.

Das Ergebnis eines Zufallsvorganges wird als zufälliges Ereignis bezeichnet. Alle möglichen Ereignisse, die im Ergebnis eines Zufallsvorganges auftreten können, heißen Elementarereignisse. Sie schließen sich untereinander aus; ihre Menge bildet eine Ergebnismenge oder einen Ereignisraum (endlich oder unendlich)

Als Zufallsvariable wird eine Veränderliche X bezeichnet die bestimmte Werte xi mit bestimmten

Wahrscheinlichkeiten W(X=xi) annimmt

Beispiel:

Untersuchung der FKK Anhänger an der FHTW

Gegeben: 287 zufällig Befragte, davon 166 FKK-Anhänger, von 287 sind 196 aus den neuen Ländern, davon sind 127 FKK-Anhänger

1. 

	
	Neue BL
	Alte BL
	

	FKK
	127
	39
	166

	Kein FKK
	69
	52
	121

	
	196
	91
	287


2.

Merkmalsträger: Student

Grundgesamtheit: alle Studenten der FHTW

Stichprobe: Menge von 287 zufällig ausgewählter Studenten

Identifikative Merkmale: Student (Sache), Berlin (Ort), SS95 (Zeit)

Erhebungsmerkmale: FKK-Anhänger, Herkunft

Skalen: beide nominal

3.

W (Anh) = f (Anh) = 166/287 = 0,578

W(alt) = f(alt) = 91/287 = 0,317

W(alt UND Anh) = f (alt UND Anh) = 39/ 287 = 0,136

W(Anh/alt) = f(Anh/alt) = 39/91 = 0,429

Beachte die statistische Wahrscheinlichkeitsdefinition!

4. WK Theoreme

wegen W(Anh UND alt) = W(Anh/alt) * W(alt) = 0,426 * 0,317 = 0,136

es gilt das allgemeine Multiplikationstheorem

wegen W(Anh UND alt) = W(Anh) * W(alt) = 0,578 * 0,317 = 0,183 UNGLEICH 0,136

es gilt NICHT das allgemeine Multiplikationstheorem

wegen W(Anh) = W(Anh/neu) * W(neu) + W(Anh/alt) * W(alt) = 0,648 * 0,683 + 0,429 * 0,317 = 0,578

es gilt das Theorem der totalen Wahrscheinlichkeit

wegen W(alt/Anh) = W(Anh/alt) * W(Alt) / W(Anh) = 0,429 * 0,317/0,578 = 0,235

es gilt das BAYESsche WR-Theorem

ne = (91 * 166 ) / 287 = 52,6

S.83ff

5.2. Verteilung eindimensionaler diskreter Zufallsvariablen

Wahrscheinlichkeitsverteilung (theoretische Verteilung)

wird charakterisiert durch

· Wahrscheinlichkeitsfunktion

F(xi) = W(X=xi)

· Verteilungsfunktion

F(x) = W(X  xi) =  f(xi) xi  x

· Lokalisationsparameter

E(x) =  xi = W(X  xi)

· Streuungsparameter

Var(x) =  [xi² - E(x)]² f(xi)

Erwartungswert und Varianz: Definitionen S. 85

Vergleiche verbale Formulierung und Intervallabgrenzung Tabelle S. 85 Oben

Wahrscheinlichkeitfunktion (diskret)

X:x1,x2,x3
W: W(x=x1),....,W(x=xi),… mit ( W(x=xi) = 1

f(xi)=W(x=xi) mit ( f(xi) =1

Intervall (Abgrenzung)

W(a X b) = ((a X b) f(xi)

Vertikalfunktion (diskret)

F(x) = W(x x)

Seite 86,87

Bsp.:

3Kinder

Ergebnismenge:

{KKK,KKM,KMK,MKK,KMM,MKM,MMK,MMM}

Anzahl der Mädchengeburten:

Verteilungstabelle:

	i
	Xi
	W(x=xi)

	1

2

3

4
	0

1

2

3
	1/8

3/8

3/8

1/8


	
Fx(a) =
	0
	a<0

	
	0,125
	0<=a<1

	
	0,5
	1<=a<2

	
	0,875
	2<=a<3

	
	1
	3<=a


Wahrscheinlichkeiten

Ereignis A: höchstens 2 Mädchen

W(x<=2) = Fx(2) = 0,875

Ereignis B: mehr als 1 Mädchen

W(x>1) = 1-W(x<=1) = 1-Fx(1) = 0,5

Ereignis C: weniger als 3 Mädchen

W(x<3) = W(x<=3) – W(x=3) = W(x<=2) = Fx(2) = 1-0,125 = 0,875

Ergebnis A und C sind gleich wahrscheinlich!

Ereignis D: mindestens 1 Mädchen

W(1  x) = 1 - W(x1) + W(x=1) = 1 - Fx(1) + W(x =1) = 1 - 0,5 + 0,375 = 0,875

Ereignis E: mindestens 1 Mädchen, höchstens 2

W(1 x  2) = Fx(2) - Fx(1) + W(x=1) = 0,875 +- 0,5 + 0,375 = 0,75

Ereignis F: mehr als 1, aber höchstens 3 Mädchen

W(1 > x  3) = Fx(3) - Fx(1) = 1 - 0,5 = 0,5

Ereignis G: mehr als 1 Mädchen, weniger als 3

W(1 < x < 3) = Fx(3) - Fx(1) - W(x=3) = 1 - 0,5 - 0,125 = 0,375

Ereignis H: mindestens 1 Mädchen, aber weniger als 3

W(1 x < 3) = Fx(3) - Fx(1) + W(x=1) - W(x=3) = 1 - 0,5 + 0,375 - 0,125 = 0,75

E und H sind gleich wahrscheinlich

Häufige diskrete Verteilungen

A. Diskrete Gleichverteilung

B. Bernoulli- Verteilung

C. Binominalverteilung

D. Hypergeometrische Verteilung

E. Poissonverteilung

Nähere Betrachtung

A. diskrete Gleichverteilung

Versuch X mit möglichen Versuchsergebnissen x1, ..., xn
F(xi) = W(X = xi) = 1/n




0 für x<x1

F(x) = W(X  x) =
j/n für x0  xj+1  xn



1 für x  xn
E(x)  xi + W(x = xi) = ( xi)/n

Var(x) = E(x²) - [E(x)]² = ( xi²)/n - ( xi/n)²

Bsp S. 86

B. Bernoulli-Verteilung

Versuch mit Ergebnis A und A

W(A) =  und W(A) = 1- 



   für x=1

F(x/)=W(X=x/)=
  1- für x=0




  0 für sonstige

E(x) =0*(1-) + 1* =
Var(x) = E(x²) - [E(x)]² = 0² *(1-) + 1² * -  ² =  * ² =(1-)

Bsp S.88

C. Binominalverteilung

n Versuche mit Ergebnissen A und A

f(x/n; )= W(X=x/n; ) ( WK für x-maliges Eintreten von A bei n Versuchen

  n    Versuchsserien aus n Versuchen, in denen A maximal eintritt

  x 



x


    x
    

fB(x/n, ) = 
n   * x * (1-) n-x =n-x+1 *  1-  * fB(x-1/n; )


           x     n

FB=(x/n;) =v   * v * (1-)n-v

          v=0

E(x) = n+
Var(x) = n * * (1-)

Bsp S. 89

S.87-95

Menge: 10 Personen


M = 6 Frauen


N-M = 4 Männer

A: ausgewählte Person ist eine Frau

 A: ausgewählte Person ist ein Mann

X: Anzahl der Frauen unter den ausgewählten Personen

W(X=x): Wahrscheinlichkeit mir der x Frauen ausgewählt werden

Auswahl einer Person (1 Versuch)

Bernoulli-Verteilung

Mögliche Realisierungen von X: 0, 1

Wdh. der Auswahl n=4 mal (4 Versuche)

Hypergeometrische Verteilung

Urnenmodell (schwarz / weiß) Ziehen ohne Zurücklegen

Dichotome Gesamtheit

Entnahmemöglichkeiten

N

n
für n Kugeln

M

x
für x der M Weißen


N-M

n-x
für n-x der N-M Schwarzen




   M
  N-M



   x    *   n-x

fH (x/N;n;M)= 




N




n

E(X) = n* N



           M        N-M       N-n

Var(X)= n*  N  *    n      *  N-1

Bsp.: S. 91

	Variante
	Anzahl der Versuche
	Ergebnisse
	Untersuchte Zufälligkeit von X
	Realisierung von X

	Bernoulli
	1
	A,  A
	Anzahl des Eintretens von A
	0,1

	Binominal
	n unabhängig (mit Zurücklegen)
	A,  A
	Anzahl des Eintretens von A
	0,1,...,n

	Hypergeometrisch
	n abhängig (ohne Zurücklegen)
	A,  A
	Anzahl des Eintretens von A
	0,1,...,n

	Negativ binominal
	n+k unabhängig (mit Zurücklegen)
	A,  A
	Anzahl der Versuche bis A mit bestimmter Häufigkeit eingetreten ist
	n, n+1, ..., n+k


Poissonverteilung:  FP (x/) = x  .* e-
  



  x!

E(X) = 
VAR(X) = 
S(X) =     1   .

 
a) Bsp.: In der Zeit von 12.00 bis 13.00 Uhr betreten durchschnittlich 2 Kunden die Filiale einer Bank. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, daß zwischen 12.55 und 13.00 Uhr

b) genau 3 Kunden

c) mindestens 3 Kunden

d) mindestens 2 höchsten 5 Kunden

die Filiale betreten.

Lös.: Poissonverteilung
- POISSON-Komponente: 2,5 Kunden in 5 Minuten

a) 0,214 = W(X=3)

b) 0,456 = W(X  3) = 1 - W(X<3) = 1 - (W  2)

c) 0,671 = W(2  X  5) = X  5) - W(X  1)

Weiteres Bsp.: S. 93

Tabelle 1: Typisierung der diskreten theoretischen Verteilungen S. 95

Tabelle 2: Begriffe empirischer und theoretischer Verteilung

	Empirisch
	Theoretisch

	Zahl der Beobachtungswerte N
	Zahl der Versuche n

	Merkmalsausprägung xi
	Ereignis A

	Absolute Häufigkeit von xi: hi
	Häufigkeit von A: hn(A)

	Relative Häufigkeit von xi:  fi = hi/N
	Wahrscheinlichkeit von xi: W(A) = hn(A)/n

	Tabelle der relativen Häufigkeiten fi
	Wahrscheinlichkeitsfunktion f(xi) = W(X=xi)

	Summenhäufigkeitsfunktion

Tabelle der Fi =  fj
                           j=1
	Verteilungsfunktion

F(x) = W(X  x) =  f(xi)

                              xix















Ihr habt einen Fehler gefunden? Das Skript ist unvollständig? Ein Thema hat sich geändert?





Aufgaben aus den Übungen, Kommentare oder sonstige Ergänzungen sowie die Beseitigung von Rechtschreibfehlern sind notwendig um die Mitschriften weiter zu verbessern und sie mit der Zeit nicht unbrauchbar  werden zu lassen!





Also helft mit die Skripte auf dem neusten Stand zu halten!





Euer skripte.net team





Aufbereitung


Auswertung





Aufbereitung


Auswertung





Datenmenge





Datenmenge





Definierte Gesamtheit








Endliche (reale) oder unendliche (fiktive, hypothetische) Grundgesamtheit





Einstufige und zweistufige statistische Arbeitsweise











Quelle: Universität Rostock (Prof. Dr. Kück) / Korrekturen und Ergänzungen bitte an info@skripte.net

